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Nous  réunissons,  dans  cette  Seconde  Partie,  toutes  les  ques- 
tions relatives  aux  surfaces  courbes  :  Mode  de  génération  — 
Représentation  graphique  —  Propriétés  géométriques  —  Plans  tan- 
gents et  normales  —  Sections  planes  —  Intersections  des  surfaces  entre 
elles  et  points  de  rencontre  des  lignes  avec  les  surfaces  courbes. 

Toutes  ces  questions  sont  basées  sur  quelques  définitions  et 
propriétés  et  sur  quelques  problèmes  fondamentaux  et  généraux, 
que  nous  exposons  dans  le  Livre  premier  et  que  nous  n'avons  qu'à 
appliquer  ensuite  aux  différentes  classes  de  surfaces  courbes,  ce 
qui  nous  conduit  à  diviser  la  suite  de  notre  Traité  en  autant  de 
Livres. 

Chaque  Livre  traitera  d'une  classe  de  surfaces  et  contiendra 
l'application  de  toutes  les  questions  ci-dessus  mentionnées,  donc, 
autant  de  questions,  autant  de  Chapitres. 

Nous  attachons  une  grande  importance  à  la  représentation 
graphique  des  surfaces,  aux  notations  et  à  la  manière  de  reconnaître 
et  de  distinguer  les  parties  vues  et  celles  qui  sont  cachées. 

Dans  l'exposé  et  la  démonstration  des  propriétés  géomé- 
triques, nous  avons  développé  principalement  celles  qui  sont  d'une 
certaine  utilité  dans  la  solution  des  problèmes  des  plans  tangents, 
des  sections  planes  et  des  intersections,  et  nous  les  démontrons 
toutes  par  les  considérations  de  la  Géométrie  élémentaire.  Nous 
n'avons  pas  voulu  reproduire  les  démonstrations  fournies  par  l'Ana- 
lyse ;  il  nous  a  semblé  que,  conformément  à  l'esprit  de  la  Géométrie 
descriptive,  il  fallait  éviter  d'émailler  ce  Traité  de  calculs  et  de  con- 
sidérations analytiques  avec  autant  de  soin,  que  l'Analyse  met,  et 
avec  raison,  à  se  passer  d'épurés  et  de  représentations  graphiques. 
La  Géométrie  descriptive  étant,  avant  tout  et  essentiellement,  une 
branche  des  mathématiques  graphiques. 

Voulant  donner  à  notre  travail  les  caractères  d'un  Manuel  à 
l'usage  des  Candidats  aux  Ecoles  spéciales  et  aux  Elèves  de  ces 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  1 
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Ecoles,  nous  avons  traité  toutes  les  questions,  celles  du  domaine 
purement  scientifique  aussi  bien  qu6  celles  d'une  utilité  pratique 
dans  les  applications,  et  nous  avons  dû,  à  notre  grand  regret,  et 
pour  nous  conformer  aux  programmes  actuels,  nous  borner  à  l'em- 
ploi des  projections  diédriques  et  cotées. 

Nous  nous  proposons  de  traiter ,  dans  un  volume  séparé , 
les  principales  questions  de  plans  tangents  et  d'intersections  en 
employant,  comme  nous  l'avons  fait  au  Tome  III  pour  le  point  et  la 
droite,  les  projections  obliques  et  centrales  et  en  utilisant  les  prin- 
cipes de  la  Géométrie  de  position. 

Nous  avons  toutefois,  dans  l'exposé  de  la  solution  dans  l'es- 
pace de  plusieurs  problèmes,  employé  les  projections  axonomé- 
triques  et  obliques  ;  elles  donnent  des  épures  formant  image  qui 
aident  puissamment  à  voir  dans  l'espace. 

Le  Livre  VI  donne  la  solution  du  problème  général  des  plans 
tangents  à  plusieurs  surfaces  et  contient  des  notions  très-élémen- 
taires sur  les  surfaces  enveloppes  et  les  surfaces  canaux. 

Dans  un  dernier  Livre,  nous  groupons  des  questions  et  épures 
proposées  dans  les  concours  d'admissions  aux  grandes  Ecoles 
nationales  françaises.  Tout  en  étant  d'une  très-grande  utilité  aux 
Candidats  à  ces  Ecoles,  ces  questions  peuvent  servir  de  problèmes 
de  récapitulation  et  d'exercices. 

Dans  la  rédaction  de  ce  volume,  nous  nous  sommes  très-peu 
écarté  de  l'ordre  et  de  la  méthode  suivis  par  notre  ancien  et 
regretté  maître,  dans  l'excellent  programme  de  son  cours  (*). 

Il  eût  été  difficile  de  mieux  grouper  les  matières  et  nous 
n'avons  qu'un  désir,  c'est  d'arriver,  dans  nos  leçons,  à  la  clarté  et 
la  logique  qui  caractérisaient  celles  du  vénéré  professeur. 

Louvain,  Juillet  1883. 


(*)  J.  B.  Brasseur,  prof,  à  l'Université  de  Liège.  Programme  d'un  Cours 
de  Géométrie  descriptive.  Première  édition.  Liège  1837. 


Ouvrages  qui  nous  ont  été  d'une  grande  utilité  et  auxquels  nous  ren- 
voyons dans  le  texte. 

t.  Monge.  Géométrie  descriptive.  1794. 

t.  ¥allée.  Traité  de  géométrie  descriptive.  1820.  f 

S.  Brasseur.  Programme  d'un  cours  de  géométrie  descriptive.  Liège  1837. 

4.  Brasseur.  Applications  des  projections  cotées  à  diverses  recherches  sur 
l'étendue.  Liège  1841. 

ft.  Th.  ouivler.  Cours  de  géométrie  descriptive.  Paris  1843. 

e.  leroy.  Traité  de  géométrie  descriptive.  Liège  1851. 

9.  Brasseur.  Mémoire  sur  une  nouvelle  méthode  d'application  delà  géométrie 
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Belgique).  1853. 
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13.  l".  I.  C.  Eléments  de  géométrie  descriptive  (Problèmes).  Tours  1874. 

14.  aiannhelm.  Cours  de  géométrie  descriptive  de  l'Ecole  Polytechnique, 
Paris  1880. 
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LIVRE  PREMIER 

SURFACES   COURBES 
CONSIDÉRATIONS    GÉNÉRALES 

1.  Génération.  —  Définitions.  Si  une  ligne  se  déplace  ou 
change  de  forme  d'après  une  loi  déterminée  et  continue,  le  lieu  des 
positions  de  cette  ligne  constitue  une  surface. 

La  ligne  mobile  ainsi  qu'une  position  quelconque  de  cette  ligne 
est  une  génératrice  de  cette  surface. 

La  génératrice,  ligne  droite  ou  courbe,  plane  ou  à  double  cour- 
bure, est  dirigée  dans  son  mouvement  par  des  lignes  ou  des  surfaces 
qui  sont  les  directrices  ou  les  surfaces  directrices  de  la  surface. 

Si  la  génératrice  reste  parallèle  à  un  plan,  celui-ci  est  un  'glan 
directeur  de  la  surface. 

2.  Quel  que  soit  le  mouvement  de  Ift  génératrice,  le  nomhre  des 
Breithof.  Géom.  dksceipt.  II,  2 
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directrices  doit  être  tel,  qu'en  un  point  quelconque  de  l'une  d'elles, 
on  ne  puisse  construire  qa'une  génératrice  ou  un  nomlre  fini  de 
génératrices. 

3.  La  plus  simple  des  surfaces  est  la  surface  plane,  \q  plan. 
Une  ligne  droite  qui  passe  par  deux  points  du  plan  y  est  située 

tout  entière. 

Une  surface  formée  de  plusieurs  portions  de  plans  est  une  sur- 
face Irisée. 

Toute  autre  surface  est  une  surface  courbe. 

4.  Eléments  nécessaires  à,  la  détermination  d'une  surface. 
Une  surface  est  bien  définie  et  bien  déterminée  quand  on  connaît  : 

1°  La  nature  de  la  génératrice; 

2"^  La  loi  d'après  laquelle  cette  génératrice  se  déplace  ou  change 
de  forme; 

3°  Le  nombre  des  directrices  et  les  projections  de  chacune 
d'elles  ; 

4°  La  manière  de  construire,  en  chaque  point  d'une  directrice, 
une  génératrice  ou  autant  de  génératrices  que  la  nature  de  la  sur- 
face en  comporte  en  ces  points. 

5.  Surfaces  individuelles.  Une  surface  déterminée  par  une 
génératrice  et  un  système  de  directrices  peut  encore  l'être  par  une 
autre  génératrice  et  un  autre  système  de  directrices.  Les  surfaces 
qui  ont  même  génératrice  et  qui  diffèrent  seulement  par  les  direc- 
trices appartiennent  toutes  à  une  même  famille.  Cette  famille  peut 
comprendre  un  nombre  infini  de  surfaces,  ayant  toutes  même  géné- 
ration et  différant  entre  elles  par  la  nature  d'une  ou  de  plusieurs 
directrices.  De  telles  surfaces  se  nomment  surfaces  iiidimduelles. 

6.  Représentation  graphique  des  surfaces.  Une  surface 
est  suffisamment  représentée  lorsqu'on  donne  les  projections  des 
directrices  et  la  manière  de  construire,  en  un  point  quelconque  de 
celles-ci,  une  génératrice.  L'ensemble  de  ces  génératrices  consti- 
tuant la  surface,  celle-ci  sera  représentée  et  tous  ses  points  seront 
déterminés. 

.  Cette  méthode  de  représentation,  dans  la  majorité  des  cas,  ne 
donne  aucune  idée  bien  précise  de  l'étendue,  de  la  forme  et  de  la 


—    19    — 

courbure  de  la  surface,  aussi  doit-on,  pour  compléter  ce  mode  de 
représentation,  marquer  les  projections  des  contours  apparents  et 
parfois  les  traces  de  la  surface. 

7.  Traces  d'une  surface.  La  ligne  suivant  laquelle  une  sur- 
face rencontre  le  premier  ou  le  second  plan  de  projection  est  la 
première  ou  la  seconde  trace  de  la  surface. 

8.  Contours  apparents.  Au  lieu  de  projeter  tous  les  points 
d'une  surface  sur  chacun  des  deux  plans  de  projection,  on  marque 
les  limites  dans  l'intérieur  desquelles  se  trouvent  les  projections 
de  ces  points. 

La  limite  de  la  première  projection  de  la  surface  est  ^on  pre- 
mier contour  apparent. 

La  limite  de  la  seconde  projection  de  la  surface  est  son  second 
contour  apparent. 

Propriété.  Tout  point  situé  sur  un  des  deux  plans  de  projection 
en  dehors  des  contours  apparents  rùest  plus  la  projection  d'un  point 
de  la  surface. 

9.  Classification  des  surfaces  courbes.  Les  surfaces  courbes 
qui  sont  d'un  usage  fréquent  dans  les  arts  se  divisent  en  trois 
familles  : 

I.  Les  surfaces  réglées; 

IL  Les  surfaces  de  révolution; 

UI.  Les  surfaces  du  second  ordre. 

Les  surfaces  réglées  comprennent  toutes  les  surfaces  engendrées 
par  le  mouvement  d'une  droite. 

Elles  se  subdivisent  en  surfaces  réglées  développalles  et  surfaces 
réglées  gauches. 

Les  premières,  supposées  flexibles  et  inextensibles,  peuvent 
être  étendues,  développées  sur  un  plan  sans  déchirure  ni  duplicature. 

Les  surfaces  réglées  gauches  ne  sont  pas  développables. 
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Du  plan  tangent  et  de  la  normale* 


10.  Théorème.  En  un  point  A  d'une  surface,  les  tangentes  à 
toutes  les  courbes  menées  par  ce  point  sur  la  surface  sont  situées  dans 
un  même  plan. 

Soient  (Fig.  1)  G  et  Gj  deux  positions  quelconques  de  la  géné- 
ratrice de  la  surface,  AS  le  chemin  que  décrit  sur  la  surface  le 
point  A  de  la  génératrice  G,  et  AR  une  courbe  menée  par  A  sur  la 
surface  et  rencontrant  G,  au  point  B. 

Les  trois  sécantes  AAj,  AB  et  AjB  sont  dans  un  même  plan  AAjB. 

Si  la  génératrice  Gi  se  meut  sur  la  surface  pour  reprendre  sa 
position  primitive  G,  le  point  A^  se  rapprochera  de  A,  passera  par 
différentes  positions  intermédiaires  telles  que  a„  «j....  et  coïncidera 
ensuite  arec  A.  Le  point  où  G,  rencontre  AR  se  rapprochera  égale- 
ment de  A,  sera  en  B,  ^2,  l^....  et  définitivement  en  A. 

Pour  chaque  nouvelle  position  de  G^,  les  trois  sécantes  corres- 
pondantes, telles  que  A«i,  A^i  et  a^h  sont  dans  un  même  plan;  si 
Gi  coïncide  avec  G,  ces  sécantes  deviennent  des  tangentes  et  nous 
voyons,  qu'au  point  A,  les  tangentes  à  trois  courbes  menées  par  A 
sur  la  surface  sont  dans  un  même  plan. 

Démontrons  que  ce  plan  contient  également  la  tangente  au 
point  A  à  une  quatrième  courbe  AX  menée  par  A  sur  la  surface.  II 
suffit,  à  cet  effet,  de  considérer  les  trois  courbes  G,  AS  et  AX  et  de 
leur  appliquer  le  raisonnement  précédent;  on  verra  que  la  tangente 
en  A  à  la  courbe  AX  est  dans  le  plan  des  tangentes  aux  courbes  AS 
et  G,  donc  dans  celui  des  trois  tangentes  aux  courbes  G,  AS  et  AR. 

Ce  plan,  lieu  géométrique  de  toutes  ces  tangentes,  est  le  plan  tan- 
gent au  point  A  à  la  surface. 

Le  point  A  pour  lequel  se  vérifie  la  propriété  précédente  est  le 
point  de  contact  du  plan  tangent. 

La  perpendiculaire  au  plan  tangent  menée  par  le  point  de  con- 
tact est  la  normale  en  ce  point  à  la  surface. 

Ue  qui  précède  permet  de  considérer  une  surface  courbe  comme 
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composée  d'une  infinité  de  facettes  planes  infiniment  petites.  Cha- 
cune de  ces  facettes  prolongée  sera  un  plan  tangent  à  la  surface. 

Remarque.  Nous  verrons,  dans  l'étude  des  différentes  surfaces, 
que,  pour  quelques  points  particuliers,  le  théorème  précédent  cesse 
d'être  vrai. 

11.  De  ce  théorème,  nous  déduisons  les  propriétés  suivantes  : 
Propriétés.  I.  Le  plan  tangent  en  un  point  d\ne  surface  courbe 
est  déterminé  par  les  tangentes  à  deux  courles  menées  par  ce  point  sur 
la  surface. 

II.  Si  Von  coupe  une  surface  et  son  plan  tangent  par  un  plan  pas- 
sant par  le  point  de  contact,  la  surface  est  coupée  suivant  une  ligne 
tangente  en  ce  point  de  contact  à  la  droite  suivant  laquelle  est  coupé  le 
plan  tangent. 

III.  Toute  droite  al  menée  dans  le  plan  tangent  par  le  point  de 
contact  est  tangente  en  ce  point  à  la  surface. 

Une  droite  tangente  à  une  surface  étant  une  sécante  dont  deux 
points  de  section  sont  réunis  en  un  seul,  toute  droite  tangente  à  une 
courbe  tracée  sur  une  surface  est  tangente  à  cette  dernière. 

Or,  en  coupant  la  surface  et  le  plan  tangent  par  un  plan  mené 
par  al),  on  obtient,  d'après  la  propriété  précédente,  une  courbe  à 
laquelle  al  est  tangente.  La  droite  al  est  donc  également  tangente 
à  la  surface. 


Sections  planes.  —  Intersections  de  deux  surfaces. 


12.  Le  plan  étant  une  Surface  plane,  toutes  les  questions  rela- 
tives aux  sections  planes  se  déduisent  des  problèmes  généraux  sur 
les  intersections  de  deux  surfaces.- 

Parmi  ces  problèmes,  les  plus  importants  sont  les  suivants  : 

Problème  I.  Construire  les  projections  de  la  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces. 

Problème  II.  En  un  point  donné  de  cette  ligne,  mener  une 
tangente. 
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Problème  III.  Ayant  construit  les  projections  de  l'intersection 
de  deux  surfaces^  vérijer  si  cette  intersection  est  une  ligne  plane  et, 
dans  ce  cas,  en  construire  le  rabattement. 

Problème  IV.  Une  des  deux  surfaces  étant  développalle,  con- 
struire la  transformée  de  la  ligne  d'intersection  ainsi  que  la  tangente 
en  un  point  de  cette  transformée. 

13.  Problème  I.  Constrtcire  les  projections  de  la  ligne  dHnter- 
section  de  deux  surfaces  'R  et  ^. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  les  deux  surfaces  R  et  S 
par  une  série  de  surfaces  auxiliaires  A,  dont  on  sait  facilement  con- 
struire l'intersection  avec  chacune  des  deux  surfaces  proposées. 

Une  première  surface  auxiliaire  coupe  la  surface  R  suivant 
une  ligne  L  et  la  surface  S  suivant  une  autre  ligne  M.  Les  points 
de  rencontre  des  lignes  L  et  M  appartiennent  aux  deux  surfaces 
R  et  S,  donc  à  leur  ligne  d'intersection  commune. 

Chaque  surface  auxiliaire  donne  un  système  de  points  qui 
appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  laquelle  est  déterminée  par 
l'ensemble  des  points  ainsi  construits. 

Remarque.  La  ligne  d'intersection  de  deux  surfaces  est  fermée 
si  aucun  des  points  de  cette  ligne  ne  se  trouve  à  l'infini. 

Point  conjugué.  Un  point  conjugué  de  cette  ligne  d'intersection 
est  un  point  qui  en  est  entièrement  isolé,  mais  qui  satisfait  aux 
conditions  et  à  la  définition  de  cette  ligne. 

Exemple.  Un  plan  peut  couper  une  surface  suivant  une  cer- 
taine courbe  et  la  toucher  quelque  part  en  un  point  complètement 
isolé  de  cette  courbe. 

Ce  point  particulier  est  situé  dans  le  plan  et  sur  la  surface; 
il  satisfait  donc  aux  mêmes  conditions  que  tous  les  points  de  cette 
courbe,  mais  il  en  est  complètement  séparé  (*). 

14.  Du  choix  des  surfaces  coupantes  auxiliaires.  Ce  choix 
est  subordonné  à  la  nature  des  surfaces  dont  on  veut  déterminer 
l'intersection. 

(*)  Cette  manière  d'envisager  le  point  conjugué  est  due  à  M.  Brasseur  (Pro- 
gramme d'un  cours  de  Géométrie  descriptive  fait  à  l'Université  de  Liège. 
I"  édition.  1837). 
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Si  nous  faisons  toutes  les  combinaisons  deux  à  deux  des  diffé- 
rentes surfaces  que  nous  étudierons,  nous  voyons  que  le  problème 
général  de  l'intersection  de  deux  surfaces  comporte  autant  d'hypo- 
thèses différentes. 

Pour  la  majorité  de  ces  cas,  les  surfaces  auxiliaires  sont  des 
plans,  parallèles  ou  non  à  Pj,  mais  souvent  il  est  plus  simple  et 
beaucoup  plus  facile  de  se  servir  de  surfaces  particulières. 

15.  Problème  II.  Par  un  point  donné  sur  la  ligne  d'intersection 
de  deux  surfaces,  mener  une  tangente. 

Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné,  on  mène  un  plan 
tangent  à  chacune  des  deux  surfaces  ;  la  droite  d'intersection  de  ces 
deux  plans  sera  la  tangente  demandée. 

En  effet,  le  plan  tangent  au  point  donné  à  la  première  surface 
contient  toutes  les  tangentes,  en  ce  point,  à  toutes  les  courbes 
menées  par  ce  point  sur  la  surface.  Il  contiendra  donc  la  tangente 
demandée. 

Le  plan  tangent  mené  par  ce  même  point  à  la  seconde  surface 
contiendra,  à  son  tour  et  pour  la  même  raison ,  la  même  tangente. 

Cette  tangente  est  donc  l'intersection  des  deux  plans  tangents. 

Autre  solution.  Par  le  point  donné,  on  mène  une  normale  à  la 
première  surface  et  une  normale  à  la  seconde  surface.  La  perpendi- 
culaire au  plan  de  ces  deux  normales  menée  par  le  point  donné  sera 
la  tangente  demandée. 

Cette  tangente  est,  en  effet,  située  dans  les  deux  plans  tangents 
menés  par  le  point  donné  aux  surfaces  et  sera,  par  suite,  perpendi- 
culaire à  chacune  des  deux  normales. 

Remarque.  Cette  seconde  solution  est  précieuse  parce  que, 
pour  certaines  surfaces,  la  normale  peut  se  construire  plus  facile- 
ment que  le  plan  tangent  et  indépendamment  de  celui-ci. 

16.  Asymptote.  La  tangente  devient  asymptote,  si  son  point 
de  contact  est  situé  à  l'infini.  Comme  la  tangente  en  un  point  de 
l'intersection  de  deux  surfaces  est  la  droite  d'intersection  des  plans 
tangents  en  ce  point  à  ces  surfaces,  on  voit  que  la  courbe  d'inter- 
section de  celles-ci  admet  une  asymptote  si,  pour  un  point  de  la 
courbe  situé  à  l'infini,  les  deux  plans  tangents  menés  par  ce  point 
aux  surfaces  ue  Lont  pas  parallèles. 
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17.  Tangentes  limites.  —  Points  limites.  La  tangente  est 
parallèle  à  Pj,  si  l'un  des  deux  plans  tangents  est  parallèle  à  Pj  ou 
si  les  deux  plans  ont  des  traces  sur  Pj  parallèles. 

La  tangente  est  parallèle  à  Pj,  si  les  deux  plans  tangents  ont 
les  traces  sur  Pj  parallèles  ou  si  l'un  des  plans  est  parallèle  à  ce 
plan  de  projection. 

Les  tangentes  parallèles  à  Pj  ou  à  P2  sont  appelées  tangentes 
Imites.  Les  points  de  contact  des  tangentes  limites  sont  les  points 
limites  de  la  courbe. 

Le  ordonnées  de  ces  points  par  rapport  aux  deux  plans  de  pro- 
jection sont  des  maxima  ou  des  minima. 

Remarque.  Si  l'une  des  deux  surfaces  qui  se  coupent  est  Tin 
plan,  celui-ci  sera  son  propre  plan  tangent.  Pour  que,  dans  ce  cas, 
les  tangentes  deviennent  des  tangentes  limites,  il  faut  que  le  plan 
tangent  à  l'autre  surface  soit  parallèle  à  l'un  des  deux  plans  de  pro- 
jection, ou  que  sa  trace  sur  P^  ou  sur  P^  soit  parallèle  à  la  trace  de 
même  nom  du  plan  sécant. 

Les  tangentes  limites  sont  donc  parallèles  aux  traces  de 
ce  plan. 

18.  Problème  III.  Ayant  construit  les  projections  de  la  ligne 
d'intersection  de  deux  surfaces  :  1°  vérifier  si  cette  ligne  est  plane. 

Première  solution.  On  coupe  la  courbe  par  un  plan  parallèle 
à  Pi*,  on  joint  deux  des  points  d'intersection  a  et  l,  et  l'on  déter- 
mine ainsi  une  droite  ah  parallèle  à  Pj.  Si  la  courbe  est  plane,  elle 
se  projette  suivant  une  droite  sur  un  nouveau  plan  de  projection 
perpendiculaire  à  ah  (voir  P*  partie,  §  264). 

Seconde  solution.  En  unissant  un  point  quelconque  de  la 
courbe  à  tous  les  autres,  on  détermine  un  cône  qui  a  ce  point  pour 
sommet  et  la  courbe  pour  directrice  (31).  On  construit  la  trace  de 
ce  cône  sur  Pj  (35).  Si  la  courbe  est  plane,  ce  cône  est  un  plan  et  sa 
trace  sur  P^  est  une  ligne  droite. 

2°  Opérer  le  rahattement  de  la  courhe  d'intersection  qui  est  plane. 

Les  deux  projections  de  la  courbe  sujfHsent  à  sa  détermination, 
mais  les  applications  des  intersections  des  surfaces  à  la  stéréotomie 
exigent  que  l'on  connaisse  encore  la  véritahle  forme  de  cette  courbe. 
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Première  solution.  On  prend  pour  axe  de  rabattement  la  pre- 
mière trace  du  plan  de  la  courbe,  et  l'on  mène,  par  tous  les  points 
de  celle-ci,  des  droites  parallèles  à  la  seconde  trace.  Les  projections 
de  ces  parallèles  sur  V^  sont  les  véritables  distances  des  rabatte- 
ments des  points  de  la  courbe  aux  traces  de  ces  parallèles  sur  Pj. 

Deuxième  solution.  Les  rabattements  des  différents  points  de 
la  courbe  peuvent  encore  s'obtenir  en  appliquant  la  méthode  de 
deux  ou  de  trois  séries  de  droites  parallèles  (P®  Partie,  —  Rabat- 
tements, §  195). 

Troisième  solution.  Au  lieu  de  prendre  la  première  trace  de 
la  courbe  pour  axe  de  rotation  on  peut  assigner  ce  rôle  à  la  seconde 
trace  de  ce  plan  (P*  Partie.  — Rabattements,  §  191). 

Problème  IV.  Ayant  construit  les  projections  de  la  courbe  d'in- 
tersection de  deux  surfaces  dont  Vune  au  moins  est  développalle,  con- 
struire : 

1°  Le  développement  de  cette  surface; 

2*»  Za  transformée  de  la  courbe  d'intersection  ; 

Z°  La  tangente  en  un  point  de  cette  transformée. 

Voir,  pour  la  solution  de  ces  problèmes,  les  mêmes  questions 
appliquées  aux  surfaces  cylindriques  et  coniques  (Livre  II). 


Intersections  des  lignes  avec  les  surfaces  courbes. 


20.  Problème  général.  Construire  le  ou  les  points  de  rencontre 
d'une  ligne  quelconque  avec  une  surface  quelconque. 

Solution  générale.  On  prend  la  ligne  donnée  pour  directrice 
d'une  surface  auxiliaire  dont  on  sait  construire  facilement  l'intersec- 
tion avec  la  surface  proposée. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  ligne  d'intersection  avec  la 
ligne  donnée  sont  les  points  où  cette  dernière  rencontre  la  surface 
proposée. 

Remarque.  Ce  problème  est  une  application  du  problème  de 
l'intersection  de  deux  surfaces. 

». 


LIVRE  II 


SURFACES  RÉGLÉES  DÉVELOPPABLES 


Chapitre  premier, 


Considérations  générales. 


21.  Génération.  Une  surface  réglée  développable  est  engen- 
drée par  une  droite  qui  se  meut  de  manière  que  deux  de  ses  positions 
consécutives,  infiniment  rapprochées,  se  trouvent  dans  un  même  plan. 

Une  surface  réglée  développable  est  engendrée  : 

P  Par  une  droite  qui  se  déplace  en  restant  parallèle  à  sa  première 
position  et  en  s'appuyant  sur  une  courbe  quelconque  avec  laquelle  elle 
n'est  pas  dans  un  même  plan. 

2°  Par  une  droite  qui  s'appuie  sur  une  courle  et  qui  passe  con- 
stamment far  un  même  point. 

Dans  le  cas  d'une  courbe  plane,  le  point  doit  être  en  dehors  du 
plan  de  la  courbe. 

3°  Par  une  droite  qui  se  meut  sur  une  courle  à  double  courlure 
de  manière  à  lui  être  constamment  tangente. 

Pour  chacun  de  ces  trois  mouvements,  deux  génératrices  consé- 
cutives sont  dans  un  même  plan. 
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Pour  le  troisième  cas,  on  sait  que  deux  tangentes  menées  à  l'extrémité 
d'un  arc,  même  infiniment  petit,  d'une  courbe  à  double  courbure  ne  sont  géné- 
ralement pas  dans  un  même  plan  et  se  croisent.  Mais,  en  les  supposant  dans  un 
même  plan,  nous  négligeons  un  infiniment  petit  du  troisième  ordre  sans  in- 
fluence aucune  lorsqu'il  s'agit,  comme  en  Géométrie  descriptive,  de  construc- 
tions et  d'interprétations  graphiques  (*). 

L'ensemble  des  points  de  rencontre  des  génératrices  consécu- 
tives constitue  une  ligne  appelée  arête  de  relroussement  ;  elle  sépare 
les  deux  nappes  de  la  surface  développable. 

22.  Propriétés  principales.  —  Développement.  —  Trans- 
formées des  lignes  tracées  sur  une  surface  développable. 

Propriété  I.  Une  surface  réglée  développahle,  flexible  mais  inex- 
tensible^ peut  être  développée  sur  un  plan,  sa7is  déchirure  ni  duplicature. 

Le  plan  sur  lequel  on  développe  la  surface  est  le  plan  du 
développement;  la  partie  du  plan  occupée  par  la  surface  développée, 
supposée  bornée,  limitée  à  un  certain  contour,  est  le  développement 
de  la  surface. 

Propriété  II.  L 'opération  du  développement  rCest  qu'une  série  de 
rabattements  opérés  autour  des  génératrices. 

Une  première  génératrice  g  (Fig.  2)  est  placée  sur  le  plan  du 
développement  ;  elle  est  l'axe  autour  duquel  on  fait  tourner  toute  la 
surface,  jusqu'à  ce  que  la  génératrice  ^i,  infiniment  voisine  de  ^,  se 
trouve  à  son  tour  sur  ce  plan. 

La  génératrice  g^  est  ensuite  prise  pour  axe,  autour  duquel  on 
fait  tourner  le  restant  de  la  surface,  jusqu'à  ce  que  la  génératrice  ^g, 
infiniment  voisine  de  g^  soit  sur  le  plan  du  développement,  etc.  Le 
développement  est  achevé  lorsque  la  dernière  génératrice  sera  cou- 
chée sur  le  plan  du  développement. 

La  position  qu'occupe  sur  le  développement  d'une  surface  un 
point  de  celle-ci,  s'appelle  la  transformée  de  ce  point. 

On  appelle  transformée  d'une  génératrice,  d'aune  droite  ou  d^une 
courbe  tracées  sur  la  surface,  ce  que  deviennent  ces  lignes  dans  le 
développement  de  cette  surface. 

(*)  Catalan.  Traité  élémentaire  de  Géométrie  descriptive.  Seconde  partie  ; 
page  8. 

J.  de  la  Gournerie-  Traité  de  Géométrie  descriptive.  Tome  II,  page  62. 


/i« 
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Propriété  III.  L'opération  du  développement  n'étant  qu'une 
suite  de  rabattements,  on  voit  que  la  transformée  d'une  génératrice 
est  une  droite  de  même  longueur  que  cette  génératrice. 

Propriété  IV.  La  transformée  d''une  courle  tracée  sur  une  sur- 
face réglée  dévelo^palle  est  une  ligne  de  même  longueur  que  cette  courle 
rectifiée. 

En  effet,  cette  courbe  rencontre  les  génératrices  consécutives 
9,  9x,  9i,  gz,  9i>  ^5  aux  points  a,  l,  c,  d,  e,  f  (Fig.  3). 

Ces  génératrices  étant  deux  à  deux  dans  un  même  plan,  les  élé- 
ments curvilignes  infiniment  petits  al,  le,  cd,  de,  ef  sont  également 
dans  ces  plans.  L'opération  du  développement  consistant  en  une 
suite  de  rabattements  autour  des  génératrices  ^,  g-^^,  g^^  g.^  etc.,  les 

éléments  al^  le,  cd sont  rabattus  sur  le  plan  de  développement 

et  s'y  juxtaposent  en  vraie  longueur.  Leur  ensemble,  la  transformée 

de  la  courbe,  est  donc  égale  à  al'\-lc-\-cd-\- ef,  donc  égale,  en 

longueur,  à  la  courbe  rectifiée. 

Propriété  V.  L'angle  qu'une  courle  XX'  tracée  sur  une  surface 
réglée  développalle  fait  avec  une  génératrice  est  le  même,  que  celui  que 
la  transformée  de  cette  génératrice  fait  avec  la  transformée  de  la  courle. 
L'angle  de  la  courbe  XX'  (Fig.  4)  avec  la  génératrice  g  est  l'an- 
gle que^  fait  avec  la  tangente  i(  à  la  courbe  au  point  a.  Or,  cette 
tangente  a  de  commun  avec  la  courbe  XX'  l'élément  rectiligne  infi- 
niment petit  al,  et  comme  al  rencontre  deux  génératrices  consécu- 
tives g  et  ^1,  cet  élément  sera  dans  le  plan  de  ces  deux  droites. 
Comme  dans  l'opération  du  développement  la  figure  plane  gai,  l'an- 
gle n'est  pas  déformé,  attendu  qu'on  ne  fait  que  la  rabattre  autour 
de^i ,  la  transformée  de  l'angle  a  sera  égale  à  cet  angle. 

Propriété  VI.  Si  les  génératrices  d'une  surface  réglée  dévelop- 
palle  sont  parallèles  entre  elles,  une  courle  tracée  sur  cette  surface  et 
les  rencontrant  toutes  sous  le  même  angle,  aura  pour  transformée  une 
ligne  droite. 

En  effet,  les  génératrices  auront  pour  transformées  des  droites 
parallèles  (propriété  II);  la  transformée  de  la  courbe  étant  la  juxta- 
position de  tous  les  éléments  infiniment  petits  transformés,  et  ces 
éléments  devant  faire,  sur  le  développement,  le  même  angle  avec  les 


—    29    — 

génératrices  (propriété  V),  la  transformée  de  cette  courbe  sera  néces- 
sairement une  droite. 

Propriété  VII.  Une  droite  tracée  mr  le  développement  d'une 
surface  réglée  développalle  à  génératrices  parallèles  donne,  après  Ven- 
roulement  du  développement  sur  la  surface,  une  courde  qui  rencontre 
toutes  les  génératrices  sous  Te  même  angle. 

Cet  angle  est  celui  de  la  droite  avec  les  transformées  des  généra- 
trices de  la  surface. 

Propriété  VIII.  Le  plus  court  chemin  d'un  point  à  un  autre  sur 
une  développalle  est  une  courbe  qui  se  transforme  suivant  la  droite  qui 
unit,  sur  le  développement  de  la  surface,  les  transformées  de  ces  deux 
points. 


Propriétés  dn  plan  tangent. 


23.  Ze  plan  tangent  à  une  surface  réglée  développalle  contient 
une  génératrice  et  chaque  point  de  cette  génératrice  est  un  point  de  con- 
tact de  ce  plan. 

Une  droite  étant  sa  propre  tangente,  le  plan  tangent  au  point  0 
(Fig.  5)  doit  contenir  la  génératrice  g  qui  passe  par  ce  point. 

Cette  génératrice  est  la  génératrice  touchée. 

Je  dis  que,  tout  le  long  de  cette  génératrice,  le  plan  tangent 
est  le  même,  c'est-à-dire  qu'en  construisant,  en  différents  points  de 
cette  droite,  des  plans  tangents,  tous  ces  plans  coïncident  et  n'en 
forment  qu'un. 

Au  point  0,  le  plan  tangent  est  déterminé  par  la  génératrice  g 
et  la  tangente  OT  à  une  courbe  OC  tracée  sur  la  surface.  Cette 
courbe  rencontre  au  point  a  la  génératrice  g^  infiniment  voisine  de  g  ; 
l'élément  rectiligne  infiniment  petit  Oa,  donc  son  prolongement  ou 
la  tangente  OT  sera  située  dans  le  plan  des  deux  génératrices^  et ^'. 

Au  point  0',  le  plan  tangent  est  déterminé  par  la  génératrice  g 
et  la  tangente  O'T'  à  la  courbe  O'C  tracée  sur  la  surface.  Cette 
courbe  rencontrant  en  a'  la  génératrice  g\  aura  son  élément  recti- 
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ligne  infiniment  petit  OV,  et  par  suite  sa  tangente  O'T'  dans  le 
plan  des  deux  génératrices  g  et  g\ 

Les  plans  tangents  en  0  et  en  0'  se  confondent  donc  avec  le 
plan  des  deux  génératrices  g  et  g\  Comme  les  points  0  et  0'  ont  été 
pris  arbitrairement,  on  voit  que,  tout  le  long  de  la  génératrice  g, 
il  n'existe  qu'un  seul  et  même  plan  tangent  à  la  surface  réglée 
développable. 

Propriété  II.  Les  traces  du  flan  tangent  à  une  développalle  sont 
tangentes  aux  traces  de  même  nom  de  cette  surface. 

La  première  trace  H  de  la  génératrice  touchée,  prise  pour  point 
de  contact  du  plan  tangent,  se  trouve  sur  la  première  trace  de  la 
surface,  ligne  appartenant  à  la  surface  et  à  Pi. 

La  tangente  à  cette  courbe  passant  par  H,  sera  donc  dans  Pi  et 
dans  le  plan  tangent  (10),  donc  dans  les  deux;  elle  est  donc  la  trace 
du  plan  tangent  sur  Pi.  On  prouvera  de  même  que  la  seconde  trace 
du  plan  tangent  est  tangente  à  la  seconde  trace  de  la  surface. 

Propriété  III.  Un  plan  tangent  à  une  développable  est  déterminé 
quand  on  connaît  une  droite  de  ce  flan. 

En  effet,  les  traces  du  plan  tangent  doivent  passer  par  les  traces 
de  même  nom  de  la  droite,  lesquelles  sont  connues,  et  être  tangentes 
aux  traces  de  même  nom  de  la  surface. 

24.  Parmi  les  surfaces  réglées  développables,  les  plus  simples 
sont  les  surfaces  cylindriques  et  les  surfaces  coniques. 


Chapitre    II. 

Surfaces  cylindriques  et  surfaces  coniques. 


Surfaces  cylindriques. 


25.  Génération  et  définitions.  Une  surface  cylindrique,  un 
cylindre,  est  le  lieu  des  positions  d'une  droite  qui  se  meut  en  s''appuyant 
sur  une  ligne  fixe  et  en  restant  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Deux  génératrices  consécutives  étant  parallèles ,  se  trouvent 
dans  un  même  plan  ;  le  cylindre  est  donc  une  surface  réglée  déve- 
loppable  dont  V arête  de  rebroussement  se  trouve  à  l'infini  (21). 

Le  cylindre  est  droit  si  les  génératrices  sont  perpendiculaires 
à  Pi. 

Le  cylindre  est  droit  et  de  révolution  si  la  base  est  une  circonfé- 
rence de  cercle  et  si  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan 
de  cette  base. 

Vaxe  du  cylindre  droit  et  de  révolution  est  la  parallèle  aux 
génératrices  menées  par  le  centre  de  la  base. 

Un  cylindre  est  parallèle  à  Pi  ou  à  Pg  suivant  que  les  généra- 
trices sont  parallèles  à  Pi  ou  à  Pg. 

Deuxième  génération.  On  peut  encore  considérer  le  cylindre 
comme  engendré  par  la  directrice  qui  glisse  uniformément  le  long 
des  génératrices.  Chaque  point  de  la  directrice  décrira  le  même  che- 
min, dans  le  même  temps,  le  long  de  la  génératrice  sur  laquelle  il 
est  situé. 

26.  Représentation  graphique.  Un  cylindre  est  bien  repré- 
senté quand  on  donne  les  projections  de  la  directrice  et  de  la  droite 
à  laquelle  les  génératrices  sont  parallèles. 
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Les  traces  du  cylindre  sont  les  courbes  suivant  lesquelles  il 
rencontre  les  deux  plans  de  projection.  Ces  traces  sont  les  lieux  des 
traces  de  même  nom  des  génératrices. 

La  trace  sur  P^  est  la  hase  du  cylindre;  on  la  prend  souvent 
pour  directrice. 

Contours  apparents.  Les  contours  apparents  du  cylindre  sur 
Pi  et  P2  sont  les  limites  des  projections  du  cylindre  sur  ces  flans. 

Le  contour  apparent  sur  P^  est  donc  formé  par  l'arc  m'n^o^  de  la 
base  (Fig.  6)  et  les  deux  génératrices  w  et  0  tangentes  à  cette  base. 

Sur  P2,  le  contour  apparent  sera  formé  par  les  deux  génératrices 
/'  et  s"  menées  par  les  extrémités  de  la  projection  de  la  base  sur  Pg. 

En  effet,  tout  point,  tel  que  p,  dont  une  oîi  les  projections  tom- 
bent en  dehors  de  ces  contours,  n'appartient  plus  à  la  surface.  Une 
droite  parallèle  aux  génératrices  menée  par  ce  point  aura  sa  pre- 
mière trace  en  dehors  de  la  base  du  cylindre  ;  cette  droite  n'est  donc 
pas  une  génératrice  de  la  surface  et  le  point  j?>  est  en  dehors  de  celle-ci. 

Les  génératrices  qui  limitent  les  projections  du  cylindre  sont 
les  génératrices  des  contours  apparents. 

Eléments  visibles  et  cachés.  —  Première  projection.  Une 
génératrice  dont  la  première  trace  est  un  point  de  la  branche  wVo' 
de  la  base  doit  être  considérée  comme  visible;  toute  autre  génératrice 
est  cachée. 

Les  deux  génératrices  du  contour  apparent  forment  la  limite  des 
parties  visibles  et  cachées. 

Un  point  de  la  surface  cylindrique  est  visible  ou  caché,  suivant 
qu'il  se  trouve  sur  une  génératrice  visible  ou  cachée. 

En  effet,  pour  la  lecture  d'une  épure,  d'un  dessin  de  projections,  le  specta- 
teur est  sensé  se  trouver  au-dessus  de  la  première  projection  de  l'objet  et  en 
avant  de  sa  seconde  projection  ;  on  admet  de  plus  que  les  rayons  visuels  sont 
perpendiculaires  au  plan  de  projection  qu'il  regarde. 

On  voit  donc  que,  pour  la  première  projection  du  cylindre,  toute  généra- 
trice est  visible  qui  est  directement  frappée  par  les  rayons  visuels  perpendicu- 
laires à  Pi  ;  toute  génératrice  qui  ne  peut  être  atteinte  par  ces  rayons  que  lors- 
qu'ils ont  déjà  percé  la  surface,  doit  être  considérée  comme  cachée  ou  invisible. 

De  deux  génératrices  dont  les  projections  sur  Pi  se  confondent,  celle  qui 
aboutit  en  n'  sur  l'arc  r'n'o'  est  plus  écartée  de  P«  que  celle  qui  aboutit  en  V 
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sur  l'autre  arc.  Les  rayons  visuels  ne  rencontrent  la  seconde  génératrice  qu'après 
avoir  percé  le  cylindre  suivant  la  première  ;  colle-ci  est  donc  visible  tandis  que 
l'autre  est  cachée. 

Seconde  projection.  D'après  ce  qui  précède,  une  génératrice 
est  visible  en  projection  sar  Pg,  lorsque  sa  trace  sur  Pi  est  située  sur 
la  branche  de  courbe  r'n'o's' 

Toute  autre  génératrice  est  cachée. 

Les  génératrices  du  contour  apparent  sont  les  dernières  génératrices 
visiiles. 

Un  point  est  visible  ou  caché  en  projection  sur  P^  suivant  qu'il 
est  situé  sur  une  génératrice  visible  ou  cachée . 

Une  courbe  quelconque  tracée  sur  un  cylindre  est  visible  ou 
cachée  dans  l'une  ou  l'autre  de  ses  projections,  suivant  qu'elle  est 
formée  de  points  visibles  ou  cachés  dans  ces  projections. 

La  branche  cachée  d'une  courbe  est  l'ensemble  des  points  cachés 
de  cette  dernière. 

Tracé  des  épures.  Motations.  On  trace  en  trait  plein  continu  t 

1»  Les  génératrices  des  contours  apparents  ; 

2°  Les  parties  visibles  des  traces  du  cylindre  ; 

3°  Les  projections  visibles  d'une  génératrice  ou  d'une  courbe,  considérées 
comme  données  du  problème  ou  comme  résultat. 

Le  ponctué  s'emploie  pour  marquer  : 

1°  Les  parties  invisibles  des  traces  du  cylindre  ; 

2°  Les  projections  cachées  des  données  et  du  résultat  d'un  problème. 

On  marque,  en  trait  interrompu,  toutes  les  lignes  auxiliaires  nécessaires 
à  la  solution  du  problème  ;  le  pointillé  est  employé  pour  les  lignes  de  rappel. 

27.  Problème  I.  Un  cylindre  étant  re'présenté par  sa  trace  sur  P^ 
et  la  direction  d  de  ses  génératrices,  construire  la  seconde  projection 
d'une  génératrice  dont  la  première  projection  est  donnée. 

Solution  (Ep.  5).  La  première  projection  de  la  génératrice^, 
prolongée  jusqu'à  la  trace  du  cylindre,  donne  le  point  a\  première 
trace  de  cette  génératrice,  a'  se  projette  en  a"  sur  P2  et  par  ce  point 
passe  g"  parallèle  à  d". 

28.  Problème  II.  Un  cylindre  étant  représenté  par  sa  base  et 
la  direction  de  ses  génératrices,  construire  la  seconde  projection  d^un 
point  i  de  cette  surface,  la  première  projection  de  ce  point  étant  donnée. 

Breithof.  Géom.  descript.  il  3 
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Solution  (Ep.  5).  Par  V,  on  mène  une  génératrice  dont  on 
construit  la  seconde  projection  (27).  C'est  sur  cette  projection  que  se 
trouvera  J". 

29.  Problème  III.  Construire  les  deux  traces  d'un  cylindre  re- 
présente'par  sa  directrice  et  la  direction  de  ses  génératrices. 

Solution.  Par  un  certain  nombre  de  points  pris  sur  la  direc- 
trice, on  fait  passer  des  génératrices  du  cylindre. 

La  courbe  qui  passe  par  toutes  les  premières  traces  de  ces  géné- 
ratrices sera  la  trace  de  même  nom  du  cylindre 

La  seconde  trace  du  cylindre  est  la  courbe  qui  passe  par  les 
traces  de  ces  génératrices  sur  Pj. 

30.  Problème  IV.  Même  prolUme,  la  directrice  du  cylindre  est 
%ne  circonférence  de  cercle  'parallèle  à  Pj. 

Solution.  La  base  du  cylindre  sera  une  circonférence  de  cercle 
de  même  rayon  que  celui  de  la  directrice  et  dont  le  centre  est  la 
trace  sur  Pj  d'une  parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  centre  de 
la  directrice. 

Cette  ligne  s'appelle  la  ligne  des  centres. 

En  effet  (Fig.  6),  la  ligne  des  centres  et  une  génératrice 
quelconque  déterminent  un  plan  qui  coupe  Pj  suivant  une  droite 
égale  et  parallèle  au  rayon  C«  de  la  directrice.  Les  traces  sur  Pj  des 
génératrices  sont  donc  toutes  à  une  distance  égale  à  C«  de  la  trace 
de  la  ligne  des  centres. 


Surfaces  coniques. 


31.  Génération  et  définitions.  La  surface  conique,  le  cône,  est 
le  lieu  des  positions  que  prend  une  droite  assujettie  à  s'appuyer  sur  une 
ligne  fixe  et  à  passer  par  un  f  oint  fixe. 

La  surface  conique  est  donc  une  surface  réglée  développaUe  (21)  ; 
son  arête  de  relroussement  se  réduit  à  un  point,  le  point  directeur,  le 
sommet  ou  le  centre  du  cône. 

Les  génératrices  pouvant  être  prolongées  indéfiniment  au-delà 
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du  point  directeur,  la  surface  conique  est  formée  de  deux  parties 
a^-pelées  nappes. 

32.  Représentation  graphique.  Un  cône  est  suffisamment 
représenté  quand  on  donne  les  projections  de  la  directrice  et  celles 
du  sommet. 

Les  traces  du  cône  sont  les  courbes  suivant  lesquelles  il  ren- 
contre les  deux  plans  de  projection. 

La  trace  sur  Pj  est  la  hase  du  cône  ;  elle  est  souvent  prise  pour 
directrice. 

Le  cône  est  de  révolution  si  les  génératrices  font  toutes  le  même 
angle  avec  une  droite  qui  passe  par  le  sommet.  Cette  droite  est  Vaxe 
du  cône  de  révolution;  celui-ci  est  droit  si  l'axe  est  perpendiculaire 
à  Pi. 

La  lase  d'un  tel  cône  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le 
centre  est  la  première  projection  du  sommet. 

Contours  apparents.  Les  contours  apparents  du  cône  sur  Pj  et 
P2  sont  les  limites  des  projections  du  cône  sur  ces  plans. 

Le  contour  apparent  sur  P^  est  donc  formé  par  l'arc  m' n'a'  de  la  base  et  les 
deux  génératrices  s'm'  et  s'n'  tangentes  à  cette  base  (Fig.  w). 

Sur  Pî,  le  contour  sera  formé  par  les  deux  génératrices  s"a"  et  s"b"  menées 
par  les  extrémités  de  la  projection  de  la  base  sur  P3. 

En  effet,  tout  point  p  dont  une  ou  les  deux  projections  tombent  en  dehors 
de  ces  contours  n'appartient  plus  à  la  surface  conique.  Une  droite  qui  joint  ce 
point  au  sommet  aura  sa  première  trace  en  dehors  de  la  base  du  cône  ;  cette 
droite  n'est  donc  pas  une  génératrice  et  le  point  p  n'appartient  pas  à  la  surface 
conique. 

Les  génératrices  qui  limitent  les  projections  du  cône  sont  les 
génératrices  des  contours  apparents. 

Tracés  des  épures.  Eléments  visibles  et  cachés.  —  Pre- 
mière projection.  Une  génératrice  dont  la  première  trace  est  un 
point  de  la  branche  m'a'n'  de  la  base  doit  être  considérée  comme 
visible;  toute  autre  génératrice  est  cachée. 

Les  deux  génératrices  du  contour  apparent  forment  la  limite  des 
parties  visibles  et  cachées. 

\]n  point  du  cône  est  visible  ou  caché,  suivant  qu'il  est  sur  une 
génératrice  visible  ou  cachée.  (Appliquer  le  raisonnement  du  §  26). 
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Seconde  projection.  D'après  les  conventions  adoptées  au  §  26, 
une  génératrice  est  visible  en  projection  sur  P^  lorsque  sa  trace  sur 
Pj  est  située  sur  la  branche  a'n'b'  de  la  base  du  cône. 

Toute  autre  génératrice  est  cachée. 

Les  génératrices  du  contour  apparent  sont  les  dernières  généra- 
trices msilles. 

Un  point  est  visible  ou  caché  en  projection  sur  Pj  suivant  qu'il 
est  situé  sur  une  génératrice  visible  ou  cachée. 

Une  courbe  quelconque  tracée  sur  un  cône  est  visible  ou  cachée 
dans  l'une  ou  l'autre  de  ses  projections  suivant  qu'elle  est  formée  de 
points  visibles  dans  ces  projections. 

La  branche  cachée  de  la  courbe  est  le  lieu  des  points  cachés  de 
cette  dernière. 

Motatlons.  Emploi  du  trait  plein  et  continu,  du  ponctué,  du  trait  inter- 
rompu et  du  pointillé  (Voir  le  §  26). 

33.  Problème.  I.  Un  cône  étant  représenté  par  sa  base  et  son 
sommet,  construire  la  seconde  projection  g"  d'une  génératrice  dont  la 
projection  sur  Pj  est  donnée. 

Solution.  (Fig.  7).  Voir  le  problème  du  §  27. 

34.  Problème  II.  Un  cône  étant  représenté  par  sa  base  et  son 
sommet,  construire  la  seconde  projection  v"  du  point  v  de  la  surface 
dont  la  projection  v^  est  donnée. 

On  joint  v^  au  sommet  s'  (Fig.  7).  On  a  ainsi  la  première  pro- 
jection d'une  génératrice  dont  on  construit  la  seconde  projection  (28); 
îj''  sera  sur  cette  projection. 

35.  Problème  III.  Ftant  donnés  le  sommet  et  la  directrice  d'un 
cône,  construire  la  trace  du  cône  sur  P^. 

Solution.  Voir  la  solution  du  §  29. 

36.  Problème  IV.  Même  problème,  la  directrice  du  cône  étant 
une  circonférence  de  cercle  parallèle  à  P^. 

Solution.  Dans  ce  cas  particulier,  la  base  du  cône  sera  une  cir- 
conférence de  cercle  dont  le  centre  est  la  première  trace  de  la  ligne 
des  centres ,  droite  qui  joint  le  sommet  du  cône  au  centre  de  la 
directrice,  et  dont  le  rayon  est  la  distance  qui  sépare  cette  trace  de 
celle  d'une  génératrice  quelconque. 


—    37    — 

En  effet  (Fig.  8.),  la  ligne  des  centres  SC  et  une  génératrice  S« 

du  cône  forment  un  plan  qui  coupe  le  plan  de  la  directrice  et  Pj, 

qui  sont  parallèles,  suivant  les  parallèles  ca  et  CA.  Les  deux  triangles 

SC     AC 
semblables  Sac  et  SAC  donnent  ainsi  ô~=  — •  Deux  autres  triangles 

oC  (IC 

semblables  ScJ  et  SCB  donnent  ^  =  ^0'  Où  ti^Q  *^°  ^^  PR'^r'l' 

d'oiî  CA=CB.  Cette  propriété  s'applique  à  une  génératrice  quel- 
conque du  cône,  donc  les  traces  de  ces  génératrices  sur  P^  sont  sur 
une  circonférence  de  cercle  de  centre  C  et  de  rayon  CA. 


i 
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Déyeloppements.  Transformées  des  lignes  tracées 
sur  les  surfaces  cylindriques  et  coniques. 


Surfaces  cylindriques. 

Développements. 


37.  Considérons  les  trois  cas  suivants  : 

P  Cylindre  droit  et  de  révolution; 

IP  Cylindre  droit  à  lase  curviligne  quelconque; 

IIP  Cylindre  oblique  par  rapport  aux  deux  plans  de  projection. 

Premier  cas.  Développer  un  cylindre  droit  et  de  révolution. 

On  appelle  section  droite  du  cylindre,  la  courbe  suivant  laquelle 
cette  surface  est  coupée  par  un  plan  perpendiculaire  aux  généra- 
trices. Ce  plan  est  un  plan  de  section  droite. 

La  base  du  cylindre  droit  en  est  également  une  courte  de  section 
droite. 

Toutes  les  génératrices  du  cylindre  droit  rencontrent  le  plan  de 
la  base  sous  un  angle  droit  ;  elles  sont  donc  perpendiculaires  aux 
tangentes  menées  à  la  base  aux  points  oii  elles  la  rencontrent. 
Cette  courbe  rencontre  donc  les  génératrices  sous  un  angle  droit 
et  se  transformera  suivant  une  droite  normale  aux  transformées 
des  génératrices  et  ayant  même  longueur  que  la  base  rectifiée  (22). 

Les  génératrices  transformées  ayant  même  longueur  que  les 
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génératrices  du  cylindre  (22),  on  voit  qu'en  supposant  le  cylindre 
limité  à  sa  base  et  à  un  plan  parallèle  à  celle-ci  et  ouvert  suivant 
une  génératrice,  que  le  développement  du  cylindre  droit  et  de  révolution 
est  un  rectangle,  ayant  pour  lase  une  droite  égale  à  la  hase  rectifiée  du 
cylindre  et  pour  hauteur  la  longueur  de  la  génératrice. 

Moyen  pratique  de  rectifler  la  circonférence  de  cercle.  La  longueur 
de  la  circonférence  de  cercle  est  égale  à  deux  fois  le  côté  du  carré  plus  deux 
fois  le  côté  du  triangle  équilatéral  inscrits. 

En  effet,  pour  une  circonférence  de  cercle  de  l™  de  rayon,  2Cï4-2C4  =  6"288 
et  2rR=6«'283. 

L'erreur  est  donc  plus  petite  qu'un  demi-centimètre. 

38.  Deuxième  cas.  Développer  un  cylindre  droit  à  lase  curviligne 
quelconque. 

Le  raisonnement  du  premier  cas  s'applique  au  cylindre  droit 
non  de  révolution. 

Le  développement  de  ce  cylindre  est  donc  un  rectangle  qui  a  pour 
lase  la  lase  rectifiée  du  cylindre  et  pour  hauteur  la  longueur  de  la 
génératrice. 

moyen  de  rectlOer  une  courbe  plane  quelconque.  Pour  rectifier  une 
courbe  plane  quelconque,  on  ne  peut  opérer  que  par  approximation. 

On  inscrit,  dans  la  courbe,  un  contour  polygonal  dont  les  côtés  sont  assez 
petits  pour  pouvoir  être  pris,  sans  erreur  trop  sensible,  pour  la  longueur  rectifiée 
de  l'arc  qu'ils  soustendent.  L'ensemble  de  ces  côtés  juxtaposés  sera  la  longueur 
de  la  courbe  rectifiée.  Le  nombre  de  côtés  de  ce  contour  polygonal  dépend  du 
degré  d'approximation  que  l'on  veut  atteindre. 

39.  Troisième  cas.  (Ep,  9).  Développement  du  cylindre  ollique. 

Opérations.  1°  On  construit  la  section  droite  du  cylindre,  lieu 
des  points  de  rencontre  des  génératrices  avec  un  plan  de  section 
droite. 

IP  Par  différents  points  a,l,c,d,  etc.  de  cette  courbe,  passent 
des  génératrices  de  la  surface  que  l'on  arrête  à  la  base  du  cylindre. 
IIP  On  ralat  la  section  droite  autour  de  l'une  des  deux  traces 
de  son  plan. 

IV°  On  rectifie  la  section  droite,  en  portant  les  cordes  {a)  (J),  (J) 
(c),  etc.  prises  pour  les  arcs  sous-tendus,  l'une  à  la  suite  de  l'autre 
sur  une  droite  XY,  à  partir  d'un  point  a  (Fig.  10). 
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V°  La  ligne  droite  aa  sera  la  transformée  de  la  section  droite. 

Par  les  points  a,l,c,d,  etc.  de  cette  droite,  points  qui  sont  les 
transformées  des  points  correspondants  de  la  section  droite,  on  élève 
des  perpendiculaires  à  XY. 

"VP  On  donne  à  ces  perpendiculaires  des  longueurs  égales  aux 
génératrices  du  cylindre  depuis  les  points  a,l,c,  etc.  de  la  section 
droite  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  avec  la  base. 

VIP  Les  extrémités  de  ces  perpendiculaires  sont  les  transfor- 
mées des  points  I,II,I1I,  etc.,  de  la  base  du  cylindre,  leur  ensemble 
sera  la  transformée  de  cette  base  ;  le  cylindre  est  supposé  ouvert  sui- 
vant la  génératrice  I. 

VIII°  Le  développement  du  cylindre  sera  la  portion  du  plan  com- 
prise entre  la  longueur  aa  sur  XY,  transformée  de  la  section  droite  ; 
les  deux  génératrices  à\.  et  a\  et  la  courbe  I,II,III, VII, I',  trans- 
formée de  la  base  du  cylindre. 

Remarques  I.  Les  différentes  opérations  sont  facilitées  lors- 
que le  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  à  P^. 

On  arrive  toujours  à  cette  position  favorable  par  un  changement 
de  plan  de  projection. 

IL  Nous  verrons,  dans  le  chapitre  des  intersections,  la  manière 
de  développer  un  cylindre  oUiqm  quelconque  non  parallèle  à  Pj. 


Transformées  des  lignes  tracées  sur  le  cylindre. 


40.  Les  figures  9  et  10  montrent  suffisamment  comment  on 
obtient  : 

1°  La  transformée  d'un  point  l  du  cylindre  ; 

2°  La  transformée  d'une  génératrice  quelconque  ; 

3°  La  transformée  de  la  section  droite  ; 

4°  La  transformée  de  la  base. 

On  peut  facilement  déduire  de  ces  épures  la  méthode  à  suivre 
pour  trouver  la  transformée  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la 
surface.  Il  suffit,  en  effet,  de  considérer  plusieurs  points  de  la  courbe 
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et  d'en  construire  les  transformées  ;  leur  ensemble  donnera  la  trans- 
formée de  la  courbe. 

Ces  opérations  ont  été  effectuées  pour  la  base  du  cylindre 
(Fig.  11). 

42.  Nous  savons  que,  parmi  les  courbes  tracées  sur  un  cylindre, 
celles  qui  font,  en  chacun  de  leurs  points,  un  angle  constant  avec  la 
génératrice  se  transforment  suivant  une  ligne  droite. 

Ces  courbes  s'appellent  hélices,  qu'elles  soient  situées  sur  des 
cylindres  droits  et  de  révolution  ou  sur  des  surfaces  cylindriques 
quelconques. 

La  courbe  de  section  droite  d'un  cylindre  fait  un  angle  de  90° 
en  chacun  de  ses  points  avec  les  génératrices;  elle  se  transforme 
donc  suivant  une  ligne  droite  perpendiculaire  aux  génératrices  trans- 
formées. 

La  courbe  de  section  droite  est  donc  une  hélice. 

Cette  hélice  est  une  courle  flâne  tandis  que  toutes  les  autres 
sont  des  ç.ovx\s^%  gauches. 

Les  génératrices  du  cylindre  sont  des  hélices  rectilignes. 

43.  Construction  de  l'hélice.  —  Propriétés.  Supposons  que 
l'hélice  soit  à  tracer  sur  un  cylindre  droit  et  de  révolution.  Cette 
surface,  ouverte  suivant  une  génératrice,  a  pour  développement  le 
rectangle  ahh^  a^ . 

Soit  ah^  (Fig.  12)  la  transformée  de  l'hélice  à  construire.  On 
divise  la  base  du  cylindre  ainsi  que  sa  transformée  aa^  en  un  même 
nombre  de  parties  égales.  Par  les  points  de  division  a',1',2',....  de  la 
base,  passent  des  génératrices  du  cylindre  qui  ont  pour  transformées 
les  perpendiculaires  sur  aa^  menées  respectivement  par  les  points 
a;,l,2,3,4,  etc.  La  transformée  de  l'hélice  rencontre  les  génératrices 
transformées  aux  points  a,  1',  2',  3',...  etc. 

Pour  retrouver  un  point  de  l'hélice  transformée  lorsqu'elle  est 
enroulée  sur  le  cylindre,  p.  ex.  le  point  4',  on  n'a  qu'à  porter,  sur  la 
génératrice  4',  à  partir  de  la  section  droite,  une  longueur  égale  à 
4'4  du  développement;  l'extrémité  de  cette  longueur  sera  le  point 
4"  de  l'hélice,  car  on  sait  que  les  génératrices  ne  changent  pas  de 
longueur  pendant  le  développement.  Ce  point  4  se  projette  en  4" 
sur  Pg.  3 
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44.  Tangente  à  l'hélice.  L'angle  que  la  tangente  en  un  point 
de  l'hélice  fait  avec  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe  par  ce  point 
étant  le  même  que  celui  que  fait,  en  ce  point,  l'hélice  avec  cette 
génératrice,  il  s'en  suit  que,  dans  le  développement,  la  transformée 
de  V hélice  coïncide  avec  la  transformée  de  la  tangente. 

La  tangente  au  point  2'  de  l'hélice  transformée  fera  donc,  avec 
aa*,  le  même  angle  que  celui  que  fait,  dans  l'espace,  la  tangente 
avec  Pi. 

La  distance  a  2  du  pied  de  la  génératrice  transformée  au  point  a 
est  donc  égale  à  la  longueur  qui,  dans  l'espace,  sépare  le  pied  de  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  de  contact  de  la  tangente  de  la 
trace  de  celle-ci  sur  Pj.  Cette  longueur,  appelée  sous-tangente,  est 
donc  égale  à  «2,  longueur  rectifiée  de  l'arc  de  la  base  du  cylindre 
depuis  l'origine  a'  de  l'hélice  jusqu'au  pied  de  la  génératrice  menée 
par  le  point  de  contact.  Nommons  cet  arc  adscisse  curviligne  du  point 
de  contact  et  nous  voyons  que,  pour  un  point  quelconque  de  l'hélice, 
la  sous-tangente  est  égale  à  r abscisse  curviligne. 

La  trace  de  la  tangente  sur  P^  est  donc  à  une  distance  connue 
de  la  trace  de  la  génératrice  du  point  de  contact. 

Nous  verrons  plus  loin  (plans  tangents  au  cylindre)  (56)  que  la 
projection  d'une  droite  tangente  à  une  courbe  est  tangente  à  la  pro- 
jection de  la  courbe. 

D'après  ce  qui  précède,  nous  voyons  que,  pour  avoir  la  tangente 
au  point  2  de  l'hélice,  par  le  pied  2'  de  cette  génératrice,  on  mène  une 
tangente  à  la  lase  du  cylindre;  on  prend,  sur  cette  tangente,  à  partir 
de  son  point  de  contact,  et  dans  la  direction  de  Vorigine  de  la  courle, 
une  longueur  2'»^'  égale  à  Varc  a'2'  rectifié;  le  point  m'  sera  la  première 
trace  de  la  tangente.  Cette  trace,  projetée  sur  Pg  en  m"  et  jointe  à  2", 
donne  la  seconde  projection  de  la  tangente. 

45.  Corollaires.  I.  Aux  points  J",  4"  et  a"  etc.,  points  de  la 
courbe  sur  le  contour  apparent  du  cylindre,  les  tangentes  se  con- 
fondent avec  les  génératrices  de  ce  contour. 

II.  Le  lieu  géométrique  des  premières  traces  des  tangentes  à 
l'hélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  et  de  révolution  est  une  dévelop- 
pante du  cercle  de  la  lase. 
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III.  La  plus  courte  distance,  sur  le  cylindre,  entre  deux  points 
de  cette  surface  est  un  arc  de  l'hélice  menée  par  ces  points  et  se 
transformant  suivant  la  droite  qui  passe  par  les  transformées  de 
ces  points. 

rv.  La  branche  d'hélice  comprise  entre  deux  de  ses  points 
situés  sur  la  même  génératrice  s'appelle  spire.  La  longueur  de  la 
génératrice  a"b"  pour  une  spire  est  le  pas  de  Vhélice. 

V.  Problème.  Construire,  sur  un  cylindre,  à  partir  d'un  point 
donné,  une  hélice  d'un  pas  donné. 

On  construit  la  section  droite  du  cylindre  ainsi  que  son  déve- 
loppement, en  ayant  soin  d'ouvrir  la  surface  suivant  la  génératrice 
qui  passe  par  le  point  donné  a,  et  de  mener  la  section  droite  par  le 
même  point.  Sur  chacune  des  transformées  de  la  génératrice  a 
(Fig.  12)  on  porte,  à  partir  de  la  section  droite,  le  pas  al  de  l'hélice. 
La  droite  qui  joint  le  point  a,  origine  de  l'hélice,  au  sommet  Jj  sera 
la  transformée  de  l'hélice  à  construire.  On  achève  comme  (Fig.  12). 

IV.  Les  tangentes  à  l'hélice  forment  une  surface  réglée  déve- 
loppable  appelée  hélicoïde  développalle. 


Surfaces  coniques. 
Développements. 


46.  Distinguons  les  trois  cas  suivants  : 

1°  Cône  droit  et  de  révolution; 

IP  Cône  de  révolution  oblique; 

IIP  /Sur/ace  conique  quelconque. 

Premier  cas.  Développer  un  cône  droit  et  de  révolution. 

Ouvrons  le  cône  suivant  la  génératrice  SI  (Fig.  13).  Les  géné- 
ratrices ayant  toutes  même  longueur,  et  celle-ci  ne  changeant  pas 
dans  le  développement  (22),  la  base  du  cône  aura  pour  transformée 
un  arc  de  cercle  de  même  longueur  que  cette  base  (22)  et  ayant 
pour  rayon  la  longueur  d'une  génératrice. 
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Décrivons  donc,  d'un  point  quelconque  S  pris  sur  le  plan  du 
développement,  un  arc  de  cercle  ayant  la  génératrice  S'T'  du  cône 
pour  rayon,  et  portons,  sur  cet  arc,  à  partir  d'un  point  I,  l'une  à  la 
suite  de  l'autre,  des  longueurs  1 II,  II III,  III IV,  etc.  égales  aux 
longueurs  correspondantes  sur  la  base  du  cône  et  nous  aurons  la 
transformée  de  cette  base;  les  différents  points  I,  II,  III,  etc.  joints 
au  point  S  donnent  les  transformées  des  génératrices. 

Pour  avoir  la  transformée  d'un  point  a  du  cône,  on  portera, 
dans  le  développement,  à  partir  de  S  sur  SIV,  transformée  de  la 
génératrice  qui  passe  par  a,  la  vraie  longueur  S"L  de  la  distance 
du  point  a  au  sommet  S  du  cône.  Cette  distance  S"L  s'obtient  par 
une  rotation. 

Remarque  I.  La  transformée  de  la  base  du  cône  est  un  arc  de 
cercle  de  rayon  SI  ayant  même  longueur  que  cette  base. 

Pour  avoir  cette  longueur,  nous  avons  divisé  la  base  en  8  parties 
égales  et  porté  la  corde  de  ces  arcs  sur  l'arc  de  la  transformée. 
Evidemment  nous  commettons  une  erreur,  en  supposant  la  corde  qui 
sous-tend  i/s  de  la  circonférence  de  la  base  égale  à  celle  qui,  sur  la 
transformée,  sous-tend  i/s  de  cette  courbe. 

On  pourra,  pour  plus  de  précision,  décomposer  une  division  du 
cercle  de  la  base  en  petites  parties,  les  assimiler  à  des  droites  et  les 
reporter  sur  l'arc  qui  a  pour  rayon  la  génératrice  du  cône. 

Il  est  préférable,  afin  d'éviter  toute  erreur,  de  calculer  la  lon- 
gueur de  la  transformée  en  degrés,  de  déterminer  son  amplitude 
avec  un  rapporteur  et  de  la  partager  ensuite  en  8  parties  égales. 

Si  r  est  le  rayon  de  la  base  du  cône,  R  la  longueur  de  la  géné- 
ratrice, donc  la  longueur  du  rayon  de  la  transformée  de  la  base  ;  la 
grandeur  angulaire  de  la  transformée  sera  donnée  par  la  formule 

360°X^- 

Remarque  II.  Les  points  de  la  base  du  cône  étant  à  égale  dis- 
tance du  sommet  sont  situés  sur  la  sphère  qui  a  ce  sommet  pour 
centre  et  la  longueur  des  génératrices  pour  rayon.  La  base  du  cône 
est  donc  une  section  sphérique  de  ce  dernier. 

On  peut  donc  dire  que  le  développement  du  cône  droit  et  de  révo- 
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lution  est  un  angle  qui  a  pour  mesure  un  arc  de  cercle  équivalent  au 
développement  d'une  de  ses  sections  spJiériques,  le  rayon  de  la  sphère 
étant  le  même  que  celui  de  Varc. 

L'angle  opposé  au  sommet  sera  le  déreloppement  de  la  seconde 
nappe  du  cône. 

47.  Deuxième  cas.  Développement  du  cône  de  révolution  ollique. 
Nous  pouvons  supposer  le  cône  placé  de  manière  que  sa  ligne 

des  centres^  son  axe  (32),  soit  parallèle  à  Pg",  un  simple  changement 
de  ce  plan  suffit  d'ailleurs  pour  amener  le  cône  dans  cette  position 
favorable. 

Soit  S  (Ep.  14),  le  sommet  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe 
se  est  oblique  à  Pj.  La  base  de  ce  cône  est  une  ellipse  dont  nous 
avons  construit  huit  points. 

Coupons  le  cône  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  ;  la  section 
droite  ainsi  obtenue  est  une  circonférence  de  cercle  dont  a"l)"  est 
le  diamètre;  elle  est  rabattue  sur  Pj  suivant  la  circonférence  de 
centre  0;  nous  la  diviserons  en  huit  parties  égales  aux  points  1,  2, 
3,  4,...8j  et  ces  points,  relevés  et  joints  au  sommet,  nous  donneut 
huit  génératrices  dont  les  traces  sont  les  points  I,  II,  III,....  VIII 
de  la  base. 

Le  cône  tSah,  droit  et  de  révolution  par  rapport  au  plan  de  sec- 
tion droite,  sera  développé  comme  au  §  46.  La  section  droite  aura 
pour  transformée  l'arc  de  cercle  aha  (Fig.  15),  de  contre  S  et  de 
rayon  égal  à  la  génératrice  Sa.  Les  différents  points  de  division  de 
la  section  droite  et  les  génératrices  du  cône  de  révolution  auront 
pour  transformées  les  points  7,  8,  1,  2,  3,  4,  5,  6  et  7  de  l'arc  ala  et 
les  rayons  S7,  SB,  SI  etc.  de  cet  arc. 

La  transformée  de  la  base  s'obtient  en  prolongeant  les  rayons 
Si,  S2,  S3  etc.  jusqu'aux  points  I,  II,  III  etc.,  de  manière  que  ces 
lignes  SI,  SU,  SIII  etc.  soient  égales  aux  véritables  longueurs  des 
génératrices  correspondantes  du  cône,  longueurs  qui  se  construisent 
par  une  rotation. 

48.  Troisième  cas.  Développement  d'un  cône  quelconque. 
Première  méthode.  On  inscrit,  dans  la  base  du  cône,  un  con- 
tour polygonal  dont  les  côtés  sont  assez  petits  pour  pouvoir  être 
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pris,  sans  erreur  sensible,  pour  la  vraie  longueur  des  arcs  sous-tendus. 

En  joignant  les  sommets  de  ce  contour  au  sommet  du  cône,  on 
forme  une  pyramide  inscrite  dont  la  surface  latérale  sera  prise 
pour  la  surface  conique  circonscrite. 

La  surface  de  la  pyramide  est  formée  d'un  certain  nombre  de 
faces  triangulaires  qu'il  est  facile  de  construire  ;  les  trois  côtés  des 
triangles  s'obtenant  sans  difficulté  en  véritable  longueur. 

En  juxtaposant  tous  ces  triangles,  tels  qu'ils  se  suivent  sur  la 
pyramide,  autour  d'un  point  du  plan  du  développement,  on  aura  le 
développement  de  la  surface  pyramidale  et  par  suite  celle  du  cône 
(voir,  pour  l'emploi  de  cette  méthode,  les  sections  planes  du  cône). 

Seconde  méthode.  On  coupe  le  cône  par  une  sphère  dont  le 
centre  est  au  sommet.  (Intersection  des  surfaces).  On  détermine  la 
courbe  d'intersection  que  l'on  rectifie. 

Dans  le  développement  du  cône,  tous  les  points  de  la  section 
sphérique  sont  à  égale  distance  de  la  transformée  du  sommet  et  se 
trouvent  sur  un  arc  de  cercle  de  même  longueur  que  la  section 
sphérique  rectifiée. 

D'un  point  quelconque  S  pris  sur  le  plan  de  développement 
comme  centre,  avec  le  rayon  de  la  sphère  comme  rayon,  on  décrit 
une  circonférence  de  cercle,  et,  à  partir  d'un  point,  on  porte  sur 
cette  courbe  une  longueur  curviligne  égale  à  la  section  sphérique 
rectifiée. 

Cette  longueur  se  détermine  approximativement. 

L'angle  qui  a  cet  arc  pour  mesure  sera  le  développement  de  la 
surface  conique,  depuis  le  sommet  jusqu'à  la  section  sphérique. 

Par  différents  points  marqués  sur  la  section  sphérique,  passent 
des  génératrices  du  cône,  les  transformées  de  ces  droites  passeront 
par  le  sommet  et  les  transformées  de  ces  points. 

En  donnant  aux  transformées  des  génératrices  leurs  vraies  lon- 
gueurs, depuis  le  sommet  jusqu'à  la  base  ou  jusqu'à  une  courbe 
quelconque  tracée  sur  la  surface,  on  aura  les  transformées  de  cette 
base  ou  de  cette  courbe. 

Remarques  L  Le  cône  pouvant  présenter  dans  sa  nappe  des 
parties  concaves  et  convexes,  il  peut  arriver  que  l'angle  qui  mesure 
8on  développement  dépasse  quatre  droits. 
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II.  Pour  rectifier  la  section  sphérique,  on  la  considère  comme 
appartenant  à  un  cylindre  droit,  ayant  cette  courbe  pour  directrice 
et  sa  projection  sur  Pi  pour  base.  On  développe  le  cylindre  et  on 
rectifie  ensuite  la  transformée  de  la  courbe  primitive  laquelle,  dans 
la  majorité  des  cas,  est  une  courbe  gauche.  C'est  la  seule  méthode  à 
suivre  pour  rectifier  une  courbe  gauche. 


Transformées  des  lignes  tracées  sur  le  cône. 


49.  Les  développements  opérés  dans  les  figures  14  et  15  mon- 
trent suffisamment  comment  on  obtient  : 

1°  La  transformée  d'un  point  de  la  surface  conique; 

2°  La  transformée  d'une  génératrice  ; 

3°  La  transformée  de  la  base. 

La  transformée  d'une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface 
sera  l'ensemble  des  transformées  de  tous  ses  points.  Cette  trans- 
formée aura  même  longueur  que  la  courbe  ;  Tangle  qu'elle  fait  avec 
une  génératrice  dans  le  développement  est  le  7nême  que  celui  de  la 
courbe  avec  la  génératrice  correspondante  (22). 

50.  Une  courbe  de  la  surface  conique  qui  se  transforme  suivant 
une  droite  n'aura  pas  la  forme  d'une  spirale  qui  s'élèverait  de  plus 
en  plus  vers  le  sommet  du  cône,  comme  on  serait  tenté  de  le  croire, 
c'est  plutôt  une  courbe  affectant  une  forme  hyperlolique,  dont  le 
point  le  plus  rapproché  du  sommet  est  celui  qui  correspond  au  point 
de  la  transformée  pour  lequel  l'angle  avec  la  génératrice  qui  y  passe 
est  un  angle  droit;  c'est,  en  effet,  ce  point  qui  est  le  plus  rapproché 
de  la  transformée  du  sommet,  donc  aussi  de  celui-ci  sur  la  surface 
conique. 

Ces  courbes  n'ont  pas  l'importance  que  l'on  attache  avec  raison 
aux  hélices  tracées  sur  les  surfaces  cylindriques. 

51.  La  courbe  tracée  sur  le  cône  droit  et  de  révolution  et  qui 
jouit  de  la  même  propriété  que  celle  de  l'hélice,  c'est-à-dire  de  ren- 
contrer toutes  les  génératrices  sous  le  même  angle  présente  la  forme 


—    48     — 

d'une  spirale  qui  s'approche  toujours  du  sommet  sans  pouvoir  l'at- 
teindre. 

La  transformée  d'une  telle  courbe  est  une  spirale  logarithmique. 

On  sait,  en  effet,  que  la  spirale  logarithmique  rencontre  tous 
ses  rayons  vecteurs  sous  le  même  angle  ;  comme  la  courbe  en  ques- 
tion rencontre  les  génératrices  sous  un  angle  constant ,  que  ces 
angles  ne  changent  pas  dans  le  développement,  et  que,  d'un  autre 
côté,  les  génératrices  transformées  deviennent  des  rayons  d'un  cer- 
cle, qui  est  le  développement  du  cône,  et  dans  lequel  cercle  se  trouve 
la  transformée  de  la  courbe,  il  s'en  suit  que  cette  transformée  est 
bien  une  spirale  logarithmique. 

52.  Cas  particulier.  Si  la  courbe  tracée  sur  le  cône  rencontre 
toutes  les  génératrices  sous  un  angle  droit,  elle  se  transformera 
suivant  un  arc  de  cercle  ayant  le  sommet  du  cône  pour  centre. 

Telle  est,  en  effet,  la  transformée  d'une  section  sphérique  du 
cône. 

53.  Problème.  Tracer,  sur  un  cône  droit  et  de  révolution,  le  plus 
court  chemin  entre  deux  points  a  et  b  de  cette  surface. 

Solution.  On  développe  le  cône  et  l'on  construit  les  transfor- 
mées des  points  a  et  h.  On  joint  ces  transformées  par  une  droite  et 
l'on  construit,  sur  le  cône,  la  courbe  dont  cette  droite  est  la  trans- 
formée. 


Chapitre  IV. 


Plans  tangents  aux  surfaces  cylindripes  et  coniques. 


54.  Considérations  générales.  Les  propriétés  sur  lesquelles  se  basent 
les  solutions  des  problèmes  relatifs  aux  plans  tangents  aux  cylindres  et  aux 
cônes  sont  les  suivantes  : 

1°  Le  plan  tangent  contient  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  de 
contact  ; 

S°  Les  traces  du  plan  tangent  passent  par  les  traces  de  même  nom  de  cette 
génératrice  touchée  et  sont  tangents  en  ces  points  aux  traces  de  même  nom  du 
cylindre  ou  du  cône  (**). 

Problèmes  à  résoudre. 

/  Par  un  point  donné  sur  la  surface; . 


l  Par  un  point  hors  de  la  surfave  ; 


cylindre   )      mener  un 
A  un  (  {  {  Parallèlement  à  une  droite  donnée: 

^      cône      ]  plan  tangent  ] 

Parallèlement  à  un  plan  donné  ; 


Par  une  droite  donnée. 


I 

II 

III 

IV 

V 


Plans  tangents  aux  surfaces  cylindriques. 


55.  Problème  I.  Par  un  point  donné  sur  un  cylindre,  mener  un 
plan  tangent. 

Solution  dans  Tespace.  Par  le  point  donné,  passe  une  généra- 
trice. La  première  trace  du  plan  tangent  passe  par  la  première  trace 
de  cette  génératrice  et  sera  tangente  à  la  base  du  cylindre. 

Solution  gri^phique  (Ep.  16).  Le  cylindre  est  donné  par  sa 
base  et  la  direction  de  ses  génératrices.  On  construira  la  trace  du 
Brsithof.  Géom.  descript.  II.  4 
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cylindre  sur  Pj.  Le  point  a  peut  être  donné  par  une  de  ses  projec- 
tions; on  en  construira  l'autre  (28). 

Par  le  point  a,  menons  la  génératrice  touchée  dont  les  traces 
sont  sur  les  traces  de  même  nom  du  cylindre.  Les  traces  du  plan 
tangent  passent  par  les  traces  de  la  génératrice  touchée  et  sont  tan- 
gentes aux  traces  de  même  nom  du  cylindre. 

Vérifications.  I.  Les  traces  du  plan  tangent  se  coupent  sur 
l'axe. 

II.  Le  point  a  est  un  point  du  plan  tangent. 

Cas  particuliers.  \.Le  cylindre  est  droit  et  de  révolution  {"Ep.  17). 

Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  P^  ;  sa  trace  T^  passe  par 
a'  et  est  tangente  à  la  base  du  cylindre. 

11.  Le  cylindre  est  perdendiculaire  à  Pg. 

Le  plan  tangent  est  perpendiculaire  à  ce  plan  et  sa  trace  sur 
Pj  passe  par  a". 

56.  Corollaire.  Propriété.  Si  une  droite  est  tangente  à  une 
courle  en  un  point  a,  la  'projection  sur  Pj  ou  Y^  de  la  droite  et  tangente 
à  la  projection  de  la  courie^  en  un  point  qui  est  la  projection  du  point  a. 

En  effet,  la  courbe  et  ses  projetantes  forment  un  cylindre  per- 
pendiculaire à  Pi  ou  à  Pg. 

La  droite  et  ses  projetantes  forment  un  plan  perpendiculaire  à  Pi 
ou  à  Pg  ;  ce  plan  est  un  plan  tangent  au  cylindre.  Sa  trace,  la  pro- 
jection de  la  droite,  sera  tangente  à  la  trace  du  cylindre,  projection 
de  la  courbe.  Le  point  de  contact  sera  la  trace  de  la  génératrice 
touchée,  projection  du  point  a. 

57.  Problème  II.  Par  un  point  liors  du  cylindre,  mener  un  plan 
tangent. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  18).  Le  plan  tangent  devant  pas- 
ser par  le  point  donné  a  et  contenir  la  génératrice  touchée,  contien- 
dra la  parallèle  aux  génératrices  menée  par  a. 

Les  traces  du  plan  tangent  passeront  par  les  traces  de  même 
nom  de  cette  parallèle  et  seront  tangentes  respectivement  aux  traces 
de  même  nom  du  cylindre. 

Solution  graphique  (Ep.  19).  A  déduire  de  la  solution  dans 
l'espace. 
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Vérifications.  I.  Les  deux  plans  tangents  contiennent  la  droite 
parallèle  aux  génératrices  menée  par  le  point  donné. 

IL  Ils  contiennent  également  ce  point. 

III.  Les  traces  des  plans  tangents  sont  tangentes  aux  traces  de 
même  nom  du  cylindre  en  des  points  qui  sont  les  traces  de  même 
nom  des  génératrices  touchées. 

Remarque.  Dans  le  cas  particulier  d'une  base  circulaire,  le 
problème  admet  deux  solutions. 

En  général,  il  y  a  autant  de  solutions  que  l'on  peut  mener  de 
tangentes  par  le  point  V  à  la  base  du  cylindre. 

Cas  particuliers.  I.  Le  cylindre  est  de  révolution  et  droit  (Ep.  20). 
Les  deux  plans  tangents  sont  des  plans  perpendiculaires  à  Pj  et  se 
coupent  suivant  la  normale  à  Pi  menée  par  le  point  donné.  Les 
premières  traces  de  ces  plans  passent  donc  par  d  et  sont  tangentes 
à  la  base  du  cylindre. 

IL  Le  cylindre  est  de  révolution  et  perpendiculaire  à  Pg.  Les  deux 
plans  sont  perpendiculaires  à  Pg  ;  ils  se  coupent  suivant  une  nor- 
male à  Pg  passant  par  le  point  donné  a  ;  leurs  traces  sur  Pg  passent 
par  a"  et  sont  tangentes  à  la  seconde  base  du  cylindre. 

58.  Problème  III.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener  un 
plan  tangent  à  un  cylindre. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  21).  Le  plan  tangent  doit  conte- 
nir la  génératrice  touchée  et  une  droite  parallèle  à  la  droite  donnée 
d;  il  est  donc  parallèle  à  un  plan  T  qui  contient  une  droite  parallèle 
à  <?  et  une  autre  parallèle  à  une  génératrice  du  cylindre. 

Solution  graphique  (Ep.  22).  Par  un  point  a  de  la  droite  d^ 
menons  une  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre;  elle  déter- 
mine ,  avec  d,  un  plan  T  parallèle  au  plan  tangent.  Celui-ci  aura 
sa  trace  sur  Pj  tangente  à  la  base  du  cylindre  et  parallèle  Ti  ;  elle 
touche  la  base  en  c\  première  ti*ace  de  la  génératrice  touchée  c^g\ 
c^g".  La  seconde  trace  du  plan  tangent  passe  par  g'\  seconde  trace 
de  la  génératrice  touchée  et  sera  tangente  à  la  seconde  trace  du 
cylindre. 

Vérifications.  I.  Le  plan  tangent  doit  être  parallèle  au  plan 
auxiliaire  T. 
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II.  Il  doit  contenir  la  génératrice  touchée. 

Remarques.  I.  Dans  le  cas  d'un  cylindre  à  base  circulaire,  le 
problème  admet  deux  solutions. 

En  général,  il  y  a  autant  de  solutions  qu'il  y  a  de  tangentes  à 
la  base  du  cylindre  parallèles  à  Ti. 

II.  Le  problème  est  toujours  possible. 

III.  Si  la  droite  donnée  est  parallèle  aux  génératrice  du  cylindre, 
le  problème  est  indéterminé  ;  il  comporte  June  infinité  de  solutions. 
Les  plans  tangents  qui  font  le  plus  petit  angle  avec  Pj  sont  ceux, 
pour  lesquels  la  première  trace  est  perpendiculaire  à  la  première 
projection  de  la  génératrice  touchée. 

L'angle  de  la  génératrice  touchée  avec  Pj  mesure,  dans  ce  cas, 
le  dièdre  que  le  plan  tangent  fait  avec  Pj. 

Cas  particuliers.  I.  Si  le  cylindre  est  de  révolution  et  droit ,  les 
deux  plans  tangents  sont  perpendiculaires  à  Pj  et  leurs  traces  sur  P^ 
sont  parallèles  à  la  première  projection  de  la  droite  donnée. 

II.  Si  le  cylindre  est  de  révolution  et  perpendiculaire  à  V^  les 
traces  des  plans  tangents  sur  Pj  sont  parallèles  à  la  secande  projec- 
tion de  la  droite  et  les  plans  sont  perpendiculaires  à  Pj. 

59.  Problème  IV.  Parallèlement  à  un  plan  donné  mener  un 'plan 
tangent  à  un  cylindre. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  devant  être  parallèle 
au  plan  donné,  ses  traces  sont  parallèles  aux  traces  de  même  nom 
de  ce  plan  et  doivent  être  tangentes  aux  traces  de  même  nom  du 
cylindre.  On  mènera  donc,  parallèlement  à  la  première  trace  du 
plan  donné,  une  tangente  à  la  base  du  cylindre  ;  on  la  prolonge  jus- 
qu'à l'axe,  et  la  parallèle  à  la  seconde  trace  du  plan  donné,  menée 
en  ce  point,  sera  la  trace  du  plan  tangent  sur  Pg. 

Vérifications.  Cette  trace  sur  Pg  doit  être  tangente  à  la  trace 
de  même  nom  du  cylindre  ;  le  point  de  contact  doit  être  la  seconde 
trace  de  la  génératrice  touchée. 

Remarque.  Le  problème  n'est  possible  que  pour  un  plan  paral- 
lèle aux  génératrices  du  cylindre,  et,  dans  ce  cas,  il  y  aura  autant 
de  solutions  qu'il  y  a  de  tangentes  à  la  base  du  cylindre,  parallèles 
à  la  première  trace  du  plan  donné. 


—     53    — 

Cas  particulier.  Si  le  cylindre  est  perpendiculaire  à  un  des  plans 
de  projection,  il  faut  que  le  plan  donné  soit  perpendiculaire  au  même 
plan  de  projection. 

60 .  Problème  V.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent 
à  un  cylindre. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  droite  donnée,  menons  un  plan 
parallèle  aux  génératrices  du  cylindre.  Ce  plan  est  le  plan  tangent 
demandé,  si  ses  deux  traces  sont  tangentes  aux  traces  de  même  nom 
du  cylindre. 

Le  problème  est  possible,  si  la  droite  est  parallèle  ou  tangente  au 
cylindre.  En  effet,  si  le  plan  ci- dessus  déterminé  est  le  plan  tan- 
gent, il  contiendra  la  génératrice  touchée.  La  droite  donnée  peut  la 
rencontrer  ou  lui  être  parallèle  et,  dans  le  premier  cas,  elle  est 
tangente  au  cylindre,  tandis  que  pour  l'autre  hypothèse  elle  lui 
est  parallèle. 

Cas  particulier.  Si  le  cylindre  est  perpendiculaire  à  un  des 
plans  de  projection,  le  problème  n'est  possible  que  lorsque  les  pro- 
jections de  la  droite  sont  tangentes  aux  traces  de  même  nom  du 
cylindre. 

Les  plans  tangents  deviennent,  en  effet,  des  plans  projetants 
de  la  droite. 


Plans  tangents  aux  surfaces  coniques. 


61.  Problème  I.  Par  un  point  donné  sur  le  cône,  mener  un  plan 
tangent. 

Solution  dans  Tespace.  La  génératrice  qui  passe  par  le  point 
est  une  droite  du  plan  tangent.  Sa  trace  sur  Pj  est  le  point  de  con- 
tact de  la  première  trace  de  ce  plan  avec  la  base  du  cône  (54). 

Solution  graphique  (Ep.  23).  Le  point  peut  être  donné  par  une 
de  ses  projections  seulement;  on  en  trouvera  aisément  l'autre  (34). 

Par  le  point  a,  menons  la  génératrice  sa;  sa  trace  sur  Pj  est 
le  point  de  contact  de  la  première  trace  ïi  du  plan  tangent,  laquelle 
est  tangente  à  la  base  du  cône. 
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La  trace  Tg  passe  par  la  trace  de  même  nom  c"  de  la  génératrice 
touchée. 

Vérifications.  I.  Le  plan  tangent  contient  le  sommet  du  cône 
ainsi  que  le  point  donné  a. 

n.  Les  traces  du  plan  tangent  passent  par  les  traces  de  même 
nom  de  la  génératrice  touchée  et  sont  tangentes ,  en  ces  points , 
aux  traces  de  même  nom  du  cône. 

62.  Problème  II.  Par  un  point  donné  hors  du  cône,  mener  un 
plan  tangent  à  cette  surface. 

Solution  dans  l'espace.  La  droite  qui  joint  le  point  donné  a 
au  sommet  s  du  cône  est  une  droite  du  plan  tangent.  La  première 
trace  de  ce  dernier  passe  par  la  trace  de  même  nom  m  de  as  et  sera 
tangente  à  la  base  du  cône.  La  génératrice  touchée  sg  et  la  droite 
sa  déterminent  le  plan  tangent. 

On  voit  qu'il  y  a  autant  de  solutions  que  l'on  peut  mener  de 
tangentes  par  m  à  la  base  du  cône. 

Solution  graphique  (Ep.  24).  La  solution  graphique  se  déduit 
facilement  de  la  solution  dans  l'espace. 

Les  traces  des  deux  plans  tangents  sur  Pg  se  déterminent  en 
joignant  les  points  de  rencontre  des  premières  traces  avec  l'axe  à 
la  seconde  trace  de  la  droite  sa. 

Vérifications.  Les  plans  tangents  passent  : 

P  par  le  sommet  du  cône; 

2°  par  le  point  donné  a; 

3°  par  la  droite  sa; 

4°  par  les  génératrices  touchées. 

63.  Problème  III.  Parallèlement  à  une  droite  doniiéi,  mener  un 
plan  tangent  à  un  cône. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  doit  passer  par  le 
sommet  du  cône  et  être  parallèle  à  la  droite  donnée;  il  contient 
donc  une  droite,  menée  par  le  sommet  parallèlement  à  la  droite 
donnée. 

Solution  graphique  (Ep.  25).  La  droite  parallèle  à  d  menée 
par  le  sommet  du  cône  a  sa  première  trace]en  a\  point  qui  appartient 
à  la  première  trace  du  plan  tangent,  laquelle  est  tangente  à  la  base 
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du  cône.  Le  point  de  contact  V  joint  à  5'  donne  la  première  projec- 
tion de  la  génératrice  touchée,  dont  la  seconde  trace  c"  avec  w, 
déterminent  la  seconde  trace  du  plan  tangent. 

Vérifications.  Le  sommet  du  cône  appartient  à  chacun  des 
plans  tangents  ;  il  en  est  de  même  de  la  ligne  auxiliaire  sa. 

Remarque.  La  base  du  cône  étant  une  circonférence  de  cercle, 
nous  voyons  que,  si  a'  tombe  à  l'intérieur  de  cette  base,  sur  cette 
courbe  ou  en  dehors  d'elle,  le  problème  est  impossible,  admet  une 
ou  deux  solutions. 

64.  Problème  IV.  Parallèlement  à  un  plan  donné,  mener  wi 
flan  tangent  à  %n  cône. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  doit  passer  par  le 
sommet  du  cône  et  être  parallèle  au  plan  donné.  Donc  il  faut,  pour 
que  le  problème  soit  possible,  que  le  plan  mené  par  le  sommet  paral- 
lèlement au  plan  donné  soit  un  plan  tangent  au  cône  et  que,  par 
conséquent,  la  première  trace  de  ce  plan  soit  tangente  à  la  base  du 
cône.  D'après  ce  qui  précède,  le  problème  ne  peut  jamais  admettre 
plus  d'une  solution. 

65.  Problème  V.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tangent 
à  un  cône. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  doit  passer  par  le 
sommet  du  cône  et  par  la  droite,  donc  le  plan  mené  par  le  sommet 
et  la  droite  sera  le  plan  tangent  demandé,  si  sa  trace  sur  Pj  est  tan- 
gente à  la  base  du  cône. 

Le  problème  n'est  possible  que  si  la  droite  donnée  est  tangente 
au  cône  ou  qu'elle  passe  par  le  sommet,  et  encore  faut-il,  dans  ce 
dernier  cas,  que  sa  trace  sur  P^  ne  tombe  pas  à  l'intérieur  de  là  base 
du  cône. 


Plans  tangents  an  cône  droit  et  de  révolution. 


66.  Les  solutions  données  pour  les  problèmes  précédents  restent 
les  mêmes,  si  le  cône  devient  droit  et  de  révolution.  Dans  la  con- 
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struction  des  plans  tangents  aux  surfaces  de  révolution,  on  se  sert 
de  cônes  de  révolution,  dont  la  seconde  projection  du  sommet  tombe 
hors  du  cadre  de  l'épure  et  est,  par  conséquent,  inaccessible.  Il  est 
donc  utile  de  donner  ici  une  solution  générale  pour  ces  cas  parti- 
culiers. 

67.  Problème  I.  Par  un 'point  extérieur,  mener  un  flan  tangent 
à  un  cône  droit  et  de  révolution,  saas  faire  usage  de  la  seconde  projec- 
tion du  sommet. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  26).  La  solution  de  ce  problème 
peut  être  considérée  comme  achevée,  quand  on  est  parvenu  à  trouver 
les  projections  des  génératrices  touchées  des  deux  plans  tangents. 

Supposons  le  problème  résolu  et  coupons  le  cône  et  ses  plans 
tangents  par  un  plan  parallèle  à  V^  mené  par  le  point  donné  a. 

Ce  plan  coupe  le  cône  suivant  une  circonférence  de  cercle,  d'un 
rayon  facile  à  trouver,  ayant  son  centre  sur  l'axe  du  cône  et  se  pro- 
jetant sur  Pi  suivant  une  circonférence  de  cercle  concentrique  avec 
celle  de  la  base. 

Le  même  plan  coupe  les  plans  tangents  suivant  des  droites  al 
et  ac,  parallèles  à  Pi,  tangentes  en  J  et  c  au  cercle  d'intersection  du 
plan  avec  le  cône  (11)  et  se  projetant  sur  Pi  suivant  des  tangentes 
à  la  projection  de  même  nom  de  ce  cercle  (56). 

Les  projections  a'V  et  a'c'  de  ces  droites  sont  parallèles  aux 
premières  traces  des  plans  tangents  qui  les  contiennent. 

Si,  du  centre  de  la  base,  on  mène  les  rayons  perpendiculaires 
à  a^V  et  a'c',  ces  rayons  passeront  par  les  points  de  contact  de  ces 
lignes  et,  prolongés  jusqu'à  la  base  du  cône,  ils  passeront  aussi  par 
les  points  de  contact  B'  et  C  des  premières  traces  des  plans  tangents. 

Ces  points  de  contact  joints  aux  points  de  contact  J  et  c  donnent 
les  génératrices  touchées. 

Solution  graphique  (Ep.  27).  La  solution  graphique  est  com- 
prise dans  la  figure  26  ;  elle  s'en  déduit  facilement.  On  n'a  qu'à 
ajouter  que,  pour  que  l'épure  soit  bien  faite,  il  faut  que  les  tan- 
gentes B'M'  et  CM',  qui  sont  les  traces  des  deux  plans  tangents  au 
cône,  se  rencontrent  au  point  M',  trace  sur  Pi  de  la  ligne  qui  joint 
le  sommet  s  au  point  donné  a. 
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68.  Problème  II.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener  un 
plan  tangent  à  un  cône  de  révolution,  sans  faire  usage  de  la  seconde  pro- 
jection du  sommet. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  28).  Supposons  le  problème  résolu 
et  faisons  glisser  le  cône,  ses  plans  tangents  et  la  droite  parallèle  à 
d  menée  par  le  sommet,  de  manière  que  le  sommet  s  descende  le 
long  de  l'axe  du  cône  jusqu'en  ^i,  et  que  tout  point  de  la  droite,  du 
cône  et  de  ses  plans  tangents  décrive  le  même  chemin  parallèle- 
ment à  cet  axe.  Le  cône,  dans  sa  nouvelle  position,  aura  ses  généra- 
trices touchées  parallèles  à  celles  de  sa  première  position  ;  son  plan 
tangent  est  parallèle  à  celui  mené  au  premier  cône  et  la  droite  dy 
parallèle  à  d. 

Les  deux  cônes  auront  pour  bases  des  circonférences  de  cercle 
concentriques;  les  plans  tangents  ont  les  premières  traces  MA  et 
MB  parallèles  à  MjAj  et  MjBi,  et  les  premières  projections  «'A  et 
5'A-i,  5'B  et  s'B'i  des  génératrices  touchées  ont  même  direction. 

Ce  qui  précède  donne  la  solution  suivante  : 

On  construit  un  cône  auxiliaire  de  révolution,  de  même  axe  que 
le  cône  donné  et  dont  \2i,  génératrice  principale,  celle  qui  est  parallèle 
à  Pg,  est  parallèle  à  la  génératrice  principale  du  cône  donné. 

Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  mène  les  plans  tangents  à 
ce  cône  auxiliaire  (63)  ;  on  en  détermine  les  génératrices  touchées, 
dont  les  premières  projections,  prolongées  jusqu'à  la  base  du  cône 
donné,  constituent  les  projections  sur  P^  des  génératrices  touchées 
de  cette  surface. 

Les  projections  de  ces  génératrices  sur  Pg  sont  parallèles  aux 
projections  de  même  nom  des  génératrices  touchées  du  cône  auxi- 
liaire. 

Solution  graphique  (Ep.  29).  Les  différentes  opérations  et 
constructions  se  déduisent  aisément  de  la  figure  28. 

Le  problème  est  bien  résolu  et  l'épure  bien  faite,  si  les  pre- 
mières traces  des  plans  tangents  au  cône  se  rencontrent  en  un  point 
M'  sur  la  première  projection  de  la  droite  parallèle  à  d,  menée  par 
le  sommet  du  cône. 


4. 


Problèmes. 


«9.  Problème  I.  Par  une  droite,  mener  un  plan  qui  fasse,  avec  P^,  un 
angle  donné. 

Solution  dans  l'espace.  Par  un  point  a  de  la  droite  d,  on  mène  une 
droite  faisant  l'angle  donné  avec  P,.  En  faisant  tourner  cette  droite  autour  d'une 
perpendiculaire  à  P,  menée  par  a,  on  engendre  un  cône  droit  et  de  révolution. 
Tout  plan  tangent  â  ce  cône  fera  avec  P,  l'angle  voulu. 

Le  problème  est  ramené  au  suivant  :  Par  une  droite  donnée  passant  par 
le  sommet  du  cône,  mener  un  plan  tangent  à  ce  dernier. 

Solution  K>'aphique  (Ep.  30).  Pour  mener,  par  le  point  a,  une  droite 
faisant  un  angle  a  avec  P,,  on  peut  prendre  cette  droite  de  front,  parallèle  à  P». 
Sa  projection  sur  Pj  fera  l'angle  a  avec  l'axe  de  projection. 

Le  problème  admet  deux  solutions,  une  seule  solution,  ou  devient  impos- 
sible, suivant  que  la  première  trace  de  la  droite  donnée  tombe  en  dehors  de  la 
base  du  cône,  sur  cette  trace  ou  à  l'intérieur  de  cette  ligne.  Ces  cas  particuliers 
se  présentent,  si  l'angle  de  la  droite  avec  P,  est  plus  petit  que  l'angle  a,  égal  à 
cet  angle  ou  plus  grand  que  ce  dernier. 

TériOcations.  Le  ou  les  plans  obtenus  passeront  par  le  point  donné  a, 
sommet  du  cône,  par  la  droite  donnée  et  sont  tangents  au  cône  auxiliaire. 

90.  Prolilènie  II.  Par  un  point  don7ié  a  et  parallèlement  à  un  plan 
donné  T,  m^ner  une  tangente  à  un  cône. 

Solution  dans  l'espace.  Pour  répondre  à  la  question  du  problème,  la 
droite  demandée  doit  passer  par  le  point  a,  être  située  dans  un  plan  parallèle 
au  plan  T,  mené  par  a,  et  enfin  être  contenue  dans  un  plan  tangent  mené  au 
cône  par  le  point  donné  a. 

Il  suffit  donc,  pour  construire  cette  droite,  de  mener,  par  le  point  donné, 
un  plan  parallèle  au  plan  T  et  un  autre  plan  tangent  au  cône.  Ces  deux  plans 
se  coupent  suivant  la  droite  demandée. 

91.  problème  III.  Mener,  à  un  cylindre  donné,  un  plan  tangent  qui 
fasse,  avec  Pi,  un  angle  donné  a. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  un  cône  droit  et  de  révolution  dont 
les  génératrices  font  avec  P,  l'angle  a. 

Le  plan  demandé  sera  parallèle  à  un  certain  plan  de  l'espace,  mené  paral- 
lèlement aux  génératrices  du  cylindre,  de  manière  qu'il  soit  tangent  au  cône  de 
révolution  auxiliaire. 

Solution  graphique  (Ep.  31).  Soit  sa  une  droite  de  front  faisant  l'angle  a 
avec  sa  projection  sur  P^,  angle  qui  sera  celui  de  s"a"  avec  l'axe  de  projec- 
tion. En  faisant  tourner  cette  droite  autour  de  la  perpendiculaire  à  P,  menée 
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par  s,  on  engendre  un  cône  de  révolution,  auquel  on  mène  des  plans  tangents 
parallèles  aux  génératrices  du  cylindre. 

Suivant  que  l'angle  de  ces  génératrices  avec  P,  est  plus  grand  ou  plus  petit 
que  l'angle  a,  ou  égal  à  cet  angle,  le  problème  sera  impossible,  admettra  deux 
solutions  ou  seulement  une. 

Dans  notre  épure,  on  peut  mener  deux  plans  tangents  au  cône  de  révolu- 
tion. Parallèlement  à  chacun  de  ces  deux  plans,  on  mène  deux  plans  tangents 
au  cylindre  donné  et  on  voit  que  quatre  plans  répondent  à  la  question  du  pro- 
blème. 

Vérifications.  Les  quatre  plans  obtenus  sont  parallèles  deux  à  deux. 

Ils  touchent  le  cylindre  suivant  des  génératrices  et  auront  leurs  traces  qui 
passent  par  les  traces  de  même  nom  des  génératrices  touchées  et  sont  tangentes 
aux  traces  de  même  nom  du  cylindre. 

Les  plans  se  rencontrent  deux  à  deux  suivant  des  droites  parallèles  aux 
génératrices  du  cylindre. 

9t.  Probièiue  wv.  Mener,  à  un  cône  donné,  un  plan  tangent  qui  fasse, 
avec  Pi,  un  angle  dotiné  a. 

isoiiition  dans  l'espace.  On  construit  un  cône  droit  et  de  révolution,  de 
même  sommet  que  celui  du  cône  donné,  et  dont  les  génératrices  font  un  angle  a 
avec  Pi. 

Tout  plan  tangent  à  la  fois  à  ces  deux  cônes  satisfait  aux  conditions  du 
problème. 

Solution  graphique  (Ep.  3S).  Par  le  sommet  s  du  cône,  faisons  passer 
la  droite  de  front  sa  qui  fait  l'angle  a  avec  Pj.  Cet  angle  est  celui  de  s"a"  avec 
l'axe  de  projection. 

Cette  droite,  en  tournant  autour  de  la  normale  à  P,  mené  par  le  sommet 
du  cône,  engendrera  un  cône  droit  et  de  révolution. 

Tout  plan  tangent  aux  deux  cônes  sera  une  solution  du  problème. 

Un  tel  plan  tangent  aura  sa  trace  sur  Pi  tangente  à  la  fois  à  chacune  des 
bases  des  deux  cônes.  Sa  trace  sur  Pj  se  trouvera  aisément. 

La  disposition  particulière  de  notre  épure  permet  de  mener  quatre  tan- 
gentes communes  aux  deux  cercles  des  bases,  deux  tangentes  extérieures  et 
deux  autres  intérieures,  et  chacune  de  ces  quatre  tangentes  sera  la  première 
trace  d'un  plan  tangent  demandé. 

Vérifications.  1.  Les  plans  tangents  passeront  par  le  sommet  du  cône. 

Ils  se  coupent  par  conséquent  deux  à  deux  suivant  une  droite  passant  par 
ce  sommet. 

2.  Chacun  des  plans  contiendra  une  génératrice  touchée  du  cône  donné 
ainsi  que  du  cône  de  révolution  auxilaire. 

Ces  vérifications  ont  été  faites  pour  le  plan  T. 

93.  Problème  V,  Construire  un  cylindre  tangent  à  la  fois  à  deux  plans 
donnés  et  dont  la  base  soit  une  circonférence  de  cercle  d'un  rayon  donné. 
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Solution  dans  l'espace.  Le  cylindre  devant  être  tangent  à  la  fois  aux 
deux  plans,  chacun  d'eux  devra  contenir  une  génératrice  ;  comme  ces  généra- 
trices sont  parallèles,  les  deux  plans  se  coupent  suivant  une  droite  parallèle  aux 
premières. 

Les  génératrices  du  cylindre  sont  donc  parallèles  à  la  droite  d'intersection 
des  deux  plans. 

La  base  du  cylindre  sera  une  circonférence  de  cercle  d'un  rayon  donné, 
tangente  à  la  fois  aux  traces  des  deux  plans  sur  P^ 

Solution  graphique  (Ep.  33).  Opérons  par  la  méthode  des  projections 
cotées.  Les  deux  plans  représentés  par  leurs  échelles  de  pente  se  coupent  sui- 
vant la  droite  AB.  Pour  avoir  la  base  du  cylindre,  il  suffit  de  tracer  les  deux 
traces  des  plans,  et  de  construire  une  circonférence,  d'un  rayon  donné,  tangente 
à  ces  deux  droites.  Le  centre  0  sera  le  centre  de  la  base  du  cylindre  et  la  droite 
OX,  menée  par  0,  parallèlement  à  AB,  sera  la  ligne  des  centres  du  cylindre 
dont  les  génératrices  touchées  sont  les  lignes  CD  et  EF. 

Remarque  I.  En  coupant  l'ensemble  des  deux  plans  donnés  ainsi  que 
leur  cylindre  de  raccordement  par  un  plan  horizontal  d'une  certaine  cote,  on 
coupe  chacun  des  deux  plans  suivant  une  parallèle  à  sa  trace,  et  le  cylindre 
suivant  une  circonférence  de  cercle.  Le  rayon  de  ce  cercle  est  le  même  que  celui 
de  la  base  du  cylindre,  et  le  centre  est  le  point  de  rencontre  de  la  ligne  des 
centres  OX  avec  le  plan  horizontal  coupant. 

Remarque  II.  Ce  problème  est  la  base  du  problème  de  Stéréotomie  : 

Raccorder  deux  murs  en  talus  par  un  mur  cylindrique  dont  la  base  est 
une  circonférence  de  cercle  d'un  rayon  donné. 

Les  deux  murs  en  talus  ont  pour  faces  de  parement  les  plans  du  problème 
précédent,  et  la  pente  de  ces  plans  mesure  le  degré  d'inclinaison  du  talus. 

WJ.  Problème  VI.  Construire  un  cône  à  base  circulaire  tangent  à  deux 
plans  donnés,  étant  donnés  le  rayon  de  la  base  et  la  hauteur  du  sommet. 

Solution  dans  l'espace.  Le  cône  à  construire  devant  être  tangent  aux 
deux  plans,  chacun  d'eux  passera  par  son  sommet,  lequel  est  donc  un  point  de 
l'intersection  commune  des  deux  plans.  11  suffit,  pour  déterminer  ce  sommet, 
de  construire,  sur  l'intersection  commune  des  deux  plans,  un  point  à  une  hau- 
teur donnée  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Les  deux  plans  étant  des  plans  tangents  au  cône  à  construire,  la  base  de 
ce  dernier  sera  tangente  à  leurs  traces  horizontales. 

Solution  g;raphique  (Ep.  34).  Les  deux  plans,  donnés  en  projections 
cotées  par  leurs  échelles  de  pente,  auront  leurs  traces  qui  se  rencontrent  en  0  et 
forment,  en  ce  point,  l'angle  AOB,  sur  la  bissectrice  duquel  se  trouve  le  centre  C 
de  la  base  du  cône.  Cette  base  est  facile  à  construire,  son  rayon  étant  connu. 

Le  sommet  S  du  cône  se  trouve  sur  l'intersection  commune  des  deu  x  plans 
et  à  une  hauteur  H  au-dessus  du  plan  horizontal.  Pour  le  trouver,  il  suflBt  de 
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construire,  dans  l'un  des  deux  plans  donnés,  une  horizontale  de  cote  H.  Cette 
horizontale  coupe  en  S  la  droite  OR  prolongée.  S  est  le  sommet  du  cône. 

Les  deux  génératrices  touchées  sont  SA  et  SB. 

Remarque  I.  En  coupant  les  deux  plans  et  le  cône  par  un  plan  horizontal 
de  cote  2,  les  deux  plans  sont  coupés  suivant  des  horizontales  lesquelles  donnent, 
sur  les  génératrices  touchées  du  cône,  les  points  t  et  v. 

Le  cône  est  coupé  suivant  une  circonférence  de  cercle,  tangente  enfetv 
aux  horizontales  d'intersection  des  deux  plans,  et  le  centre  de  cette  circonférence 
sera  le  point  C»,  point  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  la  ligne  des  centres 
du  cône. 

Remarque  II.  Le  problème  précédent  est  la  base  du  problème  de  Stéréo- 
tomie : 

Raccorder  deux  murs  en  talus  par  un  mur  conique  à  base  circulaire.  Le 
rayon  de  la  base  étant  donné  ainsi  que  la  hauteur  du  sommet  du  cône  de  rac- 
cordement au-dessus  du  plan  horizontal. 

Les  parements  des  deux  murs  en  talus  sont  les  plans  du  problème  précé- 
dent ;  la  pente  de  ces  plans  mesure  le  degré  d'inclinaison  du  talus. 


Chapitre  V. 

Sections  planes  des  snrfaces  cylindriques  et  coniques. 


Sections  planes  du  cylindre. 


75.  Préliminaires.  —  Lemme  I.  Un  plan  parallèle  aux  généra- 
trices S'un  cylindre  coupe  ou  toucJie  ce  dernier  suivant  autant  de  géné- 
ratrices que  sa  première  trace  a  de  points  de  rencontre  ou  de  contact  avec 
la  hase  du  cylindre. 

En  effet,  si  par  les  points  a  et  J  (Fig.  35)  nous  menons  les 
droites  am  et  In,  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre,  celles-ci 
doivenfrse  trouver  à  la  fois  sur  le  cylindre  et  dans  le  plan  sécant. 

Lemme  II.  Deux  plans  parallèles  coupent  le  cylindre  suivant  des 
courbes  égales  et  parallèles. 

Lemme  III.  Toute  section  faite  par  un  plan  parallèle  à  celui  de 
la  lase  donne  une  section  égale  à  la  hase. 

Remarque.  Dans  l'étude  des  différentes  questions  relatives  aux 
sections  planes,  nous  suivrons  l'ordre  indiquée  au  paragraphe  12. 

76.  Problème  I.  Construire  la  courhe  d'' intersection  d'un  cylindre 
avec  un  plan. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  36).  Conformément  à  la  solution 
générale  (12),  on  coupe  le  cylindre  et  le  plan  par  une  série  de  plans 
auxiliaires  parallèles  aux  génératrices  du  cylindre  et  à  la  première 
trace  du  plan. 

Un  tel  plan  T  coupe  le  plan  donné  R  suivant  une  droite  m  paral- 
lèle à  Ri  et  le  cylindre  suivant  deux  génératrices  g  et  h,  qui  passent 
par  les  points  de  rencontre  a  et  J  de  la  première  trace  du  plan  auxi- 
liaire avec  la  base  du  cylindre  (75). 
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Les  points  de  rencontre  x  (àiy  des  deux  génératrices  ^  et  A  avec 
la  droite  m  sont  des  points  qui  appartiennent  à  la  section  plane  du 
cylindre. 

Solution  graphique  (Ep.  37).  Pour  déterminer  la  direction 
des  plans  coupants  auxiliaires,  faisons  passer,  par  le  point  a  de 
l'espace,  deux  droites  respectivement  parallèles  aux  génératrices  du 
cylindre  et  à  la  première  trace  du  plan  donné.  Ces  deux  droites  dé- 
terminent un  plan  S  auquel  tous  les  plans  coupant  sont  parallèles. 

En  coupant  le  cylindre  et  le  plan  proposé  R  par  une  série 
de  plans  parallèles  au  plan  S  et  dont  les  premières  traces  passent 
par  les  points  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII  de  la  base  du  cylindre,  on 
obtient  les  points  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7  de  la  section  plane. 

Ces  points  se  trouvent  à  la  rencontre  des  génératrices  I,  II,  III, 
IV. . .  VII  avec  les  droites  d'intersection  déterminées  par  ces  plans 
auxiliaires  sur  le  plan  R. 

Points  situés  sur  les  contours  apparents.  On  coupe  par  des 
plans  auxiliaires  dont  on  a  soin  de  faire  passer  les  premières  traces 
par  les  traces  de  même  nom  des  génératrices  des  contours  apparents. 
Ces  plans  coupent  le  cylindre  suivant  des  génératrices  pai»mi  les- 
quelles se  trouvent  celles  des  contours  apparents  et  sur  lesquelles  se 
trouveront  les  points  demandés. 

Première  'projection.  Les  points  du  contour  apparent  sont  les 
points  1  et  4. 

Seconde  projection.  Les  points  2  et  5  appartiennent  au  contour 
apparent. 

Courbe  fermée. — Courbe  ouverte.  La  courbe  de  section  plane- 
est  ouverte,  si  un  ou  plusieurs  de  ses  points  se  trouvent  à  l'infini. 

Un  point  de  cette  courbe  est  à  l'infini,  si  la  base  du  cylindre  est 
une  courbe  ouverte  et  si  elle  est  rencontrée  à  l'infini  par  la  trace  de 
même  nom  du  plan  sécant. 

La  courbe  de  section  plane  est /<?rmg'g^  si  tous  ses  points  sont  à 
des  distances  finies. 

77.  Problème  II.  En  %n  point  de  la  courir  de  sectian  plane ^ 
mener  la  tangente. 

Solution  dans  l'espacé  (Fig.  36).  La  tangente  à  la  courbe  au 
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point  X  est  la  droite  d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tan- 
gent au  point  x  au  cylindre  (12). 

Solution  graphique  (Ep.  37).  Soit  le  point  7  par  lequel  doit 
passer  la  tangente.  La  première  trace  du  plan  tangent  passant  par 
le  point  7  doit  passer  par  VII,  trace  de  même  nom  de  cette  généra- 
trice 7,  et  être  tangente  en  ce  point  à  la  base  du  cylindre.  Le  point 
de  rencontre  2;'  de  cette  trace  avec  la  trace  Rj  du  plan  coupant  sera 
un  point  de  l'intersection  des  deux  plans,  donc  de  la  tangente.  La 
droite  zl  sera  donc  la  tangente  demandée. 

Tangentes  particulières.  I.  Tangentes  aux  points  situés  sur 
les  contours  apparents.  En  construisant,  d'après  ce  qui  précède,  les 
tangentes  aux  points  2  et  5,  points  du  second  contour  apparent  du 
cylindre,  on  voit  que  les  plans  tangents  qui  les  contiennent  ont  leurs 
premières  traces  perpendiculaires  à  l'axe  de  projection.  Ces  plans 
sont  donc  perpendiculaires  à  Pj  et,  par  suite,  les  tangentes  en  2  et 
en  5  se  projettent  sur  les  secondes  traces  de  ces  plans,  c'est-à-dire, 
sur  les  génératrices  2"  et  5"  du  contour  apparent  sur  Pg. 

On  voit  donc  que  la  seconde  projection  de  la  courbe  de  section  plane 
touche  en  2"  et  5"  les  génératrices  du  contour  apparent  sur  Pg. 

On  voit  facilement  que  les  plans  tangents  aux  points  1  et  4, 
points  du  premier  contour  apparent  du  cylindre,  ont  leurs  traces  sur 
Pi  qui  se  confondent  avec  les  premières  projections  des  génératrices 
qui  passent  par  1  et  4.  Ces  plans  sont  donc  perpendiculaires  à  P^ 
et,  par  suite,  les  tangentes  en  1  et  4  se  confondent  avec  les  géné- 
ratrices 1'  et  4'  du  contour  apparent  sur  P^  La  courle  de  section 
plane  touche  donc  en  V  et  4'  les  génératrices  du  contour  apparent 
sur  Pj. 

II.  Points  limites.  —  Tangentes  limites.  Pour  qu'une  tangente 
soit  tangente  limite,  il  faut  qu'elle  soit  parallèle  à  Pj  ou  à  Pg  (17). 

Comme  le  plan  tangent  qui  la  détermine  par  son  intersection 
avec  le  plan  donné  ne  peut  être  parallèle  à  un  plan  de  projection,  le 
cylindre  étant  incliné  par  rapport  à  ces  deux  plans,  il  faut,  pour 
qu'un  plan  tangent  puisse  contenir  une  tangente  limite,  qu'il  ait  sa 
première  ou  sa  seconde  trace  parallèle  à  la  trace  de  même  nom  du 
plan  sécant. 
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Les  tangentes  limites  parallèles  à  Pj,  celles  qui  ont  pour  points  de 
contact  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe,  sont  donc 
déterminées  par  les  intersections  du  plan  sécant  avec  les  plans  auxi- 
liaires lorsque  ceux-ci  deviennent  plans  tangents,  c'est-à-dire  lorsque 
leurs  traces  sur  P^  deviennent  tangentes  à  la  base  du  cylindre . 

Les  deux  tangentes  limiter  ^parallèles  à  Pg  se  trouveront  à  l'in- 
tersection du  plan  sécant  avec  les  plans  tangents  au  cylindre  dont 
les  traces  sur  Pg  sont  parallèles  à  la  seconde  trace  du  plan  coupant. 

Construction  graphique  (Ep.  37).  Les  tangentes  limites  pa- 
rallèles à  Pj  ont  pour  points  de  contact  les  points  6  et  3  ;  6  est  le 
point  le  plus  haut  et  3  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

Si,  par  un  point  quelconque  b  de  l'espace,  on  mène  une  droite 
parallèle  à  la  trace  Kg  du  plan  K  et  une  autre  droite  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre,  ces  deux  droites  détermineront  un  plan. 
Parallèlement  à  ce  plan,  on  mène  deux  plans  tangents  au  cylindre; 
ils  coupent  le  plan  R  suivant  deux  droites  VW  et  xX.  qui  sont  les 
tangentes  limites  par  rapport  à  Pg.  Le  point  de  contact  W  est  le 
point  de  la  courbe  qui  est  à  une  distance  minima  du  plan  Pg  ;  le 
point  de  contact  X  se  trouve  à  une  distance  maxima  de  Pg. 

78.  Problème.  III.  Opérer  le  rabattement  de  la  courbe  et  de  sa 
tangente. 

Solution  graphique  (Ep.  37).  Nous  avons  pris  la  trace  Rg  du 
plan  coupant  pour  axe  de  rotation.  Les  droites  parallèles  à  Pj  pro- 
venant de  l'intersection  du  plan  R  avec  les  plans  auxiliaires  con- 
stituent une  première  série  de  droites  parallèles,  etc. 

79.  Problème  IV.  Construire  le  développement  du  cylindre,  la 
transformée  de  la  section  plane  et  celle  de  la  base  ainsi  que  la  tangente 
en  un  point  de  cette  transformée. 

Solution  dans  l'espace.  La  solution  de  ce  problème  exige  les 
opérations  suivantes  : 

L  Construire  les  projections  de  la  section  droite  du  cylindre. 

IL  Opérer  le  rabattement  de  la  section  droite,  puis  sa  recti- 
fication. 

in.  Développer  le  cylindre,  en  n'en  considérant  que  la  partie 
comprise  entre  la  section  droite  et  la  section  plane. 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  5 
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IV.  Construire  la  transformée  de  la  section  plane  et  celle  de  la 
base  du  cylindre,  et,  en  un  point  de  ces  courbes,  mener  une  tan- 
gente . 

Pour  simplifier  ces  opérations,  nous  avons  pris  le  plan  sécant  R 
du  problème  I  perpendiculaire  à  la  direction  des  génératrices.  Le 
plan  R  est  donc  un  plan  de  section  droite  et  la  courbe  d'intersection 
obtenue  est  la  section  droite  du  cylindre.  Le  rabattement  de  cette 
courbe  est  donc  donné. 

Rectifier  la  section  droite,  La  section  droite  rabattue  sera  divi- 
sée en  un  certain  nombre  de  parties  égales ,  ou  non ,  parties  assez 
petites,  pour  que  chacune  d'elles  se  confonde  approximativement 
avec  la  corde  qui  la  sous-tend. 

Pour  le  développement  du  cylindre,  nous  en  considérons  la  partie 
comprise  entre  la  base  et  la  section  droite.  La  transformée  de  la 
section  droite  est  une  droite  égale  en  longueur  à  la  somme  des  cordes 
qui  correspondent  aux  dijfférentes  divisions  faites  sur  le  rabatte- 
ment de  cette  courbe.  Les  différents  points  de  la  section  droite  se 
trouveront  sur  la  transformée  en  6,  5,  4,  3,  2,  1,  7  et  6  (Ep.  36).  Le 
cylindre  est  ouvert  le  long  de  la  génératrice  6. 

Transformée  de  la  lase  (Ep.  38).  Par  les  différents  points  1,2, 
3,  4,  5,  6,  7  de  la  transformée  de  la  section  droite  passent,  dans 
le  développement,  des  génératrices.  La  longueur  de  ces  génératrices, 
depuis  ces  points  jusqu'aux  points  I,  II,  III,  IV,  ....  VII  de  la  base, 
se  construit  chaque  fois  à  l'aide  d'une  rotation  ou  du  triangle  rec- 
tangle, et  se  porte  au-dessus  de  la  transformée  de  la  section  droite. 

En  unissant  les  points  transformés  I,  II,  III VIII  par  une 

courbe,  on  a  la  transformée  de  la  lase  du  cylindre. 

Le  développement  du  cylindre  sera  la  figure  comprise  entre  la 
transformée  de  la  base,  celle  de  la  section  droite  et  les  deux  géné- 
ratrices extrêmes. 

Transformée  de  la  tangente  au  point  VU  de  la  lase.  L'angle 
que  fait  la  tangente  au  point  VII  de  la  transformée  de  la  base 
avec  la  génératrice  transformée  qui  passe  par  ce  point,  est  le  même 
que  celui  que  fait,  dans  l'espace,  la  génératrice  VII  du  cylindre  avec 
cette  tangente.  On  construit  cet  angle  à  l'aide  d'un  triangle  rec- 
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tangle,  ayant  la  droite  VII  71  de  Pj  (Ep.  37)  pour  un  des  côtés  de 
l'angle  droit  et  pour  hypothénuse  la  génératrie  VII  7  ;  au  point  Vil 
de  la  transformée  de  la  base ,  on  trace  ce  même  angle  ,  en  lui 
donnant  la  génératrice  VII  7  pour  un  des  côtés,  l'autre  côté  sera 
la  tangente  demandée. 


Sections  planes  du  cylindre.  —  Cas  particuliers. 


80.  Problème  I.  Intersection  d'un  cylindre  droit,  de  révolution 
ou  autre,  avec  un  plan  quelconque. 

Courle  d'intersection.  Les  plans  auxiliaires  sont  perpendiculaires 
à  Pj  et  auront  leurs  traces  sur  ce  plan  parallèles  à  la  trace  Si  du 
plan  coupant  (12.) 

£n  un  point  de  la  courle,  mener  une  tangente.  Le  plan  tangent 
au  point  donné  est  normal  à  Pj  ;  sa  trace  sur  Pj  sera  la  première 
projection  de  la  tangente  demandée. 

Points  limites  et  tangentes  limites.  A  déduire  du  cas  général. 

Opérer  le  rabattement  de  la  courle  d'' intersection  ainsi  que  de  sa 
tangente.  A  déduire  du  cas  général. 

Développement  du  cylindre.  La  construction  de  la  section  droite 
est  inutile,  la  base  du  cylindre  remplit  ce  rôle  (Voir  le  développe- 
ment du  cylindre  droit  (39). 

Transformée  de  la  courle  de  section  plane  et  tangente  en  un  point 
de  cette  transformée.  Les  longueurs  des  génératrices,  depuis  la  base 
jusqu'à  la  section  plane,  se  trouvent  en  véritable  longueur  en  pro- 
jection sur  Pg.  Achever  d'après  le  cas  général. 

81.  Problème  II.  Intersection  d'un  cylindre  droit  avec  un  plan 
perpendiculaire  à  Pg. 

Courle  d'intersection  (Ep.  39).  Les  projections  de  cette  courbe 
se  confondent,  l'une,  la  projection  sur  Pg,  avec  la  trace  du  plan  cou- 
pant sur  Pg,  l'autre,  la  projection  sur  Pi,  avec  la  base  du  cylindre. 

Au  point  8  de  la  courle,  mener  une  tangente.  (Voir  le  cas  général). 

Points  limites.  Les  points  3  et  7  sont  les  points  limites  par  rap- 
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port  à  Pi  ;  1  et  5  sont  les  points  limites  par  rapport  à  Pg  (voir  le  cas 
général). 

Ralattements  de  la  courle  d'intersection  et  de  sa  tagente.  Au  lieu 
d'opérer  un  rabattement  sur  l'un  des  plans  de  projection,  opérons 
une  rotation  du  plan  de  la  courbe  autour  d'une  parallèle  à  Pj 
perpendiculaire  à  Pg  et  passant  par  les  points  1  et  5. 

Déveloffement  du  cylindre  (Ep.  40).  Le  cylindre  est  supposé 
ouvert  le  long  de  la  génératrice  3. 

La  base  du  cylindre  en  est  la  section  droite.  Voir  le  développe- 
ment du  cylindre  droit  (39). 

Transformée  de  la  courle  de  section  plane  et  tangente  au  point  s  de 
cette  transformée,  k  déduire  du  cas  général  (79). 


Sections  planes  du  cône. 


82.  Préliminaires.  —  Lemme  I.  Un  plan  qui  passe  par  le 
sommet  d'un  cône  coupe  ou  touche  ce  dernier  suivant  autant  de  généra- 
trices que  sa  trace  sur  Pj  a  de  points  de  rencontre  ou  de  contact  avec  la 
hase  du  cône. 

En  effet,  les  droites  sa,  sh,  se...  qui  unissent  le  sommet  du  cône 
aux  points  a,l,c...  communs  à  la  première  trace  du  plan  et  à  la  base, 
sont  des  génératrices  de  la  surface  conique  et  appartiennent  au  plan. 

Lemme  II.  Des  plans  parallèles  coupent  le  cône  suivant  des  lignes 
semblables  et  semblallement  disposées.  (A  démontrer). 

Lemme  III.  Toute  section  faite  dans  un  cône  par  un  plan  paral- 
lèle à  la  base  est  une  courbe  semblable  à  cette  dernière.  (A  démontrer). 

83.  Problème  I.  Construire  la  ligne  d'intersection  d'un  plan  avec 
une  surface  conique. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  41).  Conformément  à  la  solu- 
tion générale  (12),  on  coupe  le  cône  et  le  plan  T  par  une  série  de 
plans  auxiliaires,  parallèles  à  la  trace  Tj  du  plan  T  et  passant  par 
le  sommet  du  cône.  Un  tel  plan  coupe  le  cône  suivant  une  ou  plu- 
sieurs génératrices,  et  le  plan  suivant  une  parallèle  à  sa  première 
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trace  ;  les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  ces  génératrices 
appartiennent  à  la  courbe  de  section  plane. 

Solution  graphique  (Ep.  42).  Les  traces  sur  Pg  de  tous  les 
plans  auxiliaires  passeront  par  le  point  m,  trace  sur  P2  de  la  droite 
menée  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  à  la  trace  Tj  du  plan 
sécant.  Cette  droite  est  dans  chacun  des  plans  sécants. 

En  faisant  passer  les  premières  traces  des  plans  auxiliaires  par 
les  points  I,  II,  III,  ....  IX  de  la  base  du  cône,  on  déterminera  les 
points  1,  2,  3,  4,  5,  etc 8,  9  de  la  courbe  de  section  plane. 

Ces  points  se  trouvent  à  la  rencontre  des  génératrices  1,  II,  III... 
avec  les  droites  d'intersection  déterminées  par  les  plans  auxiliaires 
sur  le  plan  sécant  T. 

Points  situés  sur  les  génératrices  des  contours  apparents. 
Première  projection.  Pour  avoir  ces  points,  on  coupe  le  plan  et  le 
cône  par  les  plans  auxiliaires  dont  les  traces  sur  Pj  passent  par  les 
points  VII  et  III,  traces  sur  Pi  des  génératrices  du  premier  contour 
apparent. 

Seconde  projection.  Les  plans  auxiliaires  dont  les  traces  sur  Pj 
passent  par  les  points  II  et  VI  de  la  base,  coupent  le  cône  suivant 
les  génératrices  du  contour  apparent  sur  Pg.  Les  points  2"  et  6"  de 
la  courbe,  qui  correspondent  à  ces  génératrices,  sont  les  points  où 
celle-ci  touche  le  second  contour  apparent. 

Courbe  fermée.  —  Courbe  ouverte.  La  courbe  est  fermée, 
si  toutes  les  génératrices  du  cône  sont  coupées  par  le  plan  sécant. 

La  courbe  a  une  branche,  deux  ou  plusieurs  branches  qui  se 
prolongent  à  Vinfini,  suivant  que  le  plan  sécant  rencontre  une,  deux 
ou  plusieurs  génératrices  à  l'infini. 

Ces  circonstances  peuvent  être  reconnues  avant  la  construction 
de  la  courbe.  Par  le  sommet  du  cône,  on  mène  un  plan  parallèle  au 
plan  sécant  ;  la  courbe  d'intersection  admet  une,  deux  ou  plusieurs 
Iranches  infinies^  suivant  que  ce  plan  auxiliaire  touche  ou  cowpe  la 
surface  conique  suivant  une,  deux  ou  plusieurs  génératrices. 

Si  dans  le  dernier  cas,  le  plan  coupe  le  cône  suivant  une  ou  des 
génératrices,  la  courbe  d'intersection  admet  des  asymptotes. 

La  courbe  d'intersection  est  entièrement /(?rw^(?^  si  le  plan  auxi- 
liaire parallèle  au  plan  sécant  est,  ni  sécant  ni  tangent. 
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84  Problème  II.  Construire  la  tangente  m  un  point  de  la  courbe. 

Solution  dans  l'espace.  (Fig.  41).  Pour  mener  la  tangente  au 
point  X,  on  mène,  en  ce  point,  un  plan  tangent  au  cône  ;  l'intersec- 
tion 2x  de  ce  plan  avec  le  plan  sécant  sera  la  tangente  demandée  (15). 

Solution  graphique.  (Ep.  42).  La  tangente  au  point  9  se  con- 
struit comme  suit  :  Au  point  IX  de  la  base  du  cône,  on  mène  une 
tangente,  trace  sur  Pj  du  plan  tangent  au  cône  touchant  ce  dernier 
le  long  de  la  génératrice  9.  La  droite  qui  joint  le  point  de  rencontre 
n'  de  cette  trace  et  de  Tj  au  point  9'  de  la  courbe  sera  la  première 
projection  de  la  tangente  demandée  ;  sa  seconde  projection  sera  n"9". 

Tangentes  particulières.  —  I.  Tangentes  aux  points  situés  sur 
les  contours  apjiarents. 

En  construisant,  d'après  ce  qui  précède,  les  tangentes  en  ces 
points,  on  voit  qu'elles  se  confondent  avep  les  génératrices  des  con- 
tours apparents  ;  la  courbe,  dans  chacune  de  ses  projections,  est 
donc  tangente  à  ces  génératrices. 

II.  Tangentes  limites.  —  Points  limites. 

Solution  dans  l'espace.  Les  tangentes  limites  parallèles  à  Pj 
sont  déterminées  par  l'intersection  du  plan  coupant  avec  les  plans 
auxiliaires  lorsque  ces  derniers  deviennent  tangents. 

Les  tangentes  limites  parallèles  à  Pg  se  trouvent  à  la  rencontre 
du  plan  coupant  avec  les  plans  tangents  au  cône  qui  ont  pour  traces 
sur  Pg  des  droites  parallèles  à  la  seconde  trace  du  plan  coupant  (17). 

Les  points  de  contact  de  ces  deux  espèces  de  tangentes  sont  les 
points  limites  de  la  courbe.  Les  deux  premiers  sont  le  point  le  plus 
haut  et  ]q  point  le  plus  las  de  la  courbe;  les  deux  autres  sont  à  dis- 
tances maxima  et  minima  de  Pg. 

Solution  graphique  (Ep.  42).  Les  tangentes  limites  parallèles 
à  Pj  auront  pour  points  de  contact  les  points  1  et  5. 

Pour  la  construction  des  points  limites  y  et  z,  points  pour  les- 
quels les  tangentes  sont  parallèles  à  Pg,  il  faut  déterminer  les  deux 
plans  tangents  au  cône  dont  les  traces  sUr  Pg  sont  parallèles  à  la 
trace  Tj  du  plan  sécant. 

A  cet  effet,  par  le  sommet  du  cône,  menons  une  parallèle  à  Tg  ; 
cette  droite  est  une  droite  de  front  du  plan  tangent  demandé  ;  sa 
première  trace  passe  par  W,  trace  sur  P^  de  cette  parallèle. 
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Les  tangentes  DW  et  FW  menées  de  W  à  la  base  du  cône,  sont 
les  premières  traces  des  plans  tangents  demandés.  Les  génératrices 
touchées  qui  correspondent  à  ces  plans  rencontrent  la  section  plane 
aux  points  limites  y  et  z. 

85  Problème  III.  —  Asymptotes.  —  La  courle  de  section  plane 
étant  à  une  ou  plusieurs  Iranches  infinies,  vérifier  si  la  courle  admet 
une  ou  des  asymptotes ,  et  construire  ces  droites. 

Solution  dans  l'espace.  Nous  savons  (83)  que  la  courbe  de 
section  plane  admet  une  ou  des  branches  infinies,  suivant  que  le 
plan  auxiliaire,  parallèle  au  plan  sécant  mené  par  le  sommet  du  cône, 
touche  ou  coupe  ce  dernier  suivant  une  ou  des  génératrices. 

Dans  quel  cas  ces  branches  infinies  admettent-elles  des  asymp- 
totes ? 

I"  Cas.  —  Branches  à  asymptotes.  Si  le  plan  auxiliaire 
coupe  le  cône  suivant  une  ou  des  génératrices,  à  chacune  d'elles  corres- 
pondra une  branche  infinie  de  la  section  plane  ,  et  chacune  de  ces 
iranches  admet  une  asymptote. 

Ces  asymptotes  sont  les  droites  d'intersection  du  plan  sécant  avec 
les  plans  tangents  au  cône  menés  le  long  de  ces  génératrices. 

En  effet,  Tasymptote  est  une  tangente  dont  le  point  de  contact 
est  à  l'infini  ;  elle  se  trouvera  donc  dans  le  plan  sécant  T  et  dans  le 
plan  tangent  qui  contient  ce  point  de  contact. 

Ce  dernier  point,  joint  au  sommet,  donne  la  génératrice  touchée. 

Cette  génératrice  touchée  est  parallèle  au  plan  sécant  puisqu'elle 
n'a  qu'un  point  de  commun  avec  ce  plan,  et  que  ce  point  est  situé  à 
l'infini  ;  c'est  donc  la  génératrice  suivant  laquelle  le  cône  est  coupé 
par  le  plan  auxiliaire. 

Vasymftote  est  parallèle  à  cette  génératrice. 

En  effet,  elle  est  la  droite  d'intersection  d'un  plan  (le  plan  sé- 
cant) avec  un  deuxième  plan  (le  plan  tangent)  mené  par  une  droite 
parallèle  (la  génératrice)  au  premier. 

Cette  démonstration  s'applique  à  chacune  des  génératrices  sui- 
vant lesquelles  ce  plan  auxiliaire  coupe  le  cône. 

2"^  Cas.  —  Branches  sans  asymptotes.  Si  le  flan  auxiliaire 
touche  le  cône  suivant  une  ou  des  génératrices,  à  chacune  de  ces  généra- 
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trices  correspondra  encore  une  Ir anche  infinie,  mais  ces  branches  n'' ad- 
mettent pas  cf  asymptotes . 

Il'we  Cas,  —  En  effet,  l'asymptote,  d'après  ce  qui  précède, 
devant  être  située  à  l'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tangent 
au  cône,  mené  le  long  des  génératrices  touchées  par  le  plan  auxi- 
liaire, on  voit  que  cette  droite  n'existe  pas,  vu  que  ce  plan  tangent 
est  le  plan  auxiliaire  même,  lequel  Q^t  parallèle  au  plan  sécant. 

Remarques  I.  La  section  plane  peut  admettre  des  branches 
infinies  dont  quelques  unes  admettent  des  asymptotes  et  d'autres  pas. 

Cette  particularité  se  présente  si  le  plan  auxiliaire  coupe  ce  der- 
nier suivant  des  génératrices  et  le  touche  en  même  temps  le  long  de 
quelques  génératrices.  Aux  génératrices  coupées  correspondront  des 
branches  infinies  admettant  des  asymptotes,  et  aux  génératrices 
touchées  correspondront  les  branches  infinies  dépourvues  de  ces 
lignes. 

II.  —  Si  le  cône  est  de  révolution,  la  section  plane  est 

une  ellipse,        /     suivant  que  le  plan    >e  coupe  pas  le  cône, 

une  hyperbole ,  <  ,  {  coupe  le  cône, 

une  parabole,     f  ^^^^  ^'^^'  (  on  touche  cette  surface. 

86.  Problème  IV.  Opérer  le  rabattement  de  la  section  plane  ainsi 
que  de  sa  tangente. 

Solution  graphique  (Ep.  42).  Le  rabattement  a  été  opéré 
autour  de  la  seconde  trace  du  plan  sécant. 

Les  droites  parallèles  à  Pj  qui  proviennent  de  l'intersection  du 
plan  sécant  avec  les  plans  auxiliaires,  constituent  une  première  série 
de  parallèles,  la  deuxième  série  est  formée  par  les  perpendiculaires 
abaissées  des  secondes  projections  des  points  de  la  courbe  sur  l'axe 
du  rabattement. 

Le  rabattement  d'une  tangente  se  fait  d'après  le  même  principe. 

87.  Problème  V.  Construire  le  développement  du  cône,  la  trans- 
formée de  la  section  plane ^  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  de  cette 
transformée. 

Solution  graphique  (Ep.  43).  Développement  du  cône.  Nous 
employons  la  méthode  d'opération  décrite  au  §  48. 

Inscrivons,  dans  la  base  du  cône,  un  polygone,  ayant  pour  som- 


mets  les  points  I,  II,  III,  IV,  V,  VI,  VII,  VIII  et  IX,  et  unissons 
ces  points  au  sommet  du  cône.  Nous  déterminerons  ainsi  une  pyra- 
mids  inscrite,  dont  nous  prenons  la  surface  latérale  pour  celle  du 
cône.  Nous  commettons  évidemment  une  erreur,  mais  cette  erreur 
sera  d'autant  plus  petite  que  le  nombre  des  points  de  division  de  la 
base  est  grand . 

Or,  la  surface  latérale  de  la  pyramide  inscrite  est  égale  à  la 
somme  de  ses  faces  triangulaires,  formées  chacune  de  trois  côtés, 
dont  deux  sont  des  génératrices  du  cône,  et  dont  le  troisième  est  la 
corde  de  l'arc  compris  par  ces  génératrices  sur  la  base. 

On  construira  la  véritable  longueur  de  ces  côtés,  et  on  saura 
construire  le  triangle  de  la  face  latérale  de  la  pyramide  déterminé 
par  ces  côtés.  En  juxtaposant  ces  triangles,  en  leur  donnant  le  point 
s  pour  sommet  commun,  on  obtiendra  le  développement  du  cône. 

Le  cône  a  été  ouvert  le  long  de  la  génératrice  sIX. 

Les  véritables  longueurs  des  génératrices  si,  «II,  ^III «VIII 

et  six  se  construisent  par  les  triangles  rectangles  qui  ont  tous  pour 
côté  commun  ss\  ordonné  du  sommet  par  rapport  à  Pi,  et  dont  les 
autres  côtés,  tels  que  s'I.  s'il,  etc.  sont  les  projections  des  généra- 
trices sur  Pi  (Ep.  42).  Les  hypotbénuses  si,  sïl...  sIX  sont  donc  les 
véritables  longueurs  des  génératrices  du  cône  et,  par  suite,  des  côtés 
latéraux  des  faces  triangulaires  de  la  pyramide. 

Voici  comment  on  opère  pour  avoir  le  développement  du  cône. 

Soit  six  la  génératrice  suivant  laquelle  le  cône  a  été  onvert. 
six  est  l'un  des  côtés  du  triangle  sIX  VIII  à  construire.  De  s  comme 
centre,  avec  5VIII  (bypothénuse  du  triangle  55' VIII)  comme  rayon,  et 
de  IX  comme  centre  ,  avec  la  corde  IX  VIII  de  la  base  du  cône 
comme  rayon,  on  décrit  deux  axes  de  cercles  qui  se  coupent  en  VIII. 
*1X  VIII  sera  la  transformée  de  la  première  face  de  la  pyramide. 

Pour  avoir  la  face  VIII  s\II,  de  VIII  comme  centre,  avec  la 
corde  VII  VIII  pour  rayon,  et  de  s  comme  centre,  avec  *VII  (bypo- 
thénuse du  triangle  rectangle  55' VII)  comme  rayon,  on  décrit  deux 
arcs  de  cercle  qui  se  coupent  en  VII;  sYII  VIII  sera  la  transformée 
de  la  deuxième  face  de  la  pyramide. 

On  agira  de  même  pour  les  autres  faces. 
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Transformée  de  la  lase  du  cône.  La  transformée  de  la  base 
du  cône  est  la  courbe  qui  passe  par  les  points  VI,  VII,  VIII,  IX, 
I,  II...  VI,  transformées  des  points  de  même  nom  de  la  base. 

Transformée  de  la  section  plane.  Pour  avoir  la  transformée  de  la 
section  plane,  déterminons  les  transformées  des  différents  points 
de  cette  courbe. 

La  transformée  du  point  8,  par  exemple,  se  trouvera  sur  la 
transformée  sNlll  de  la  génératrice  5VIII,  et  à  une  distance  du 
point  s  égale  à  la  véritable  longueur  de  la  portion  58  de  la  généra- 
trice «VIII  du  cône. 

Pour  avoir  cette  véritable  longueur,  on  portera,  sur  ss\  à  partir 
de  s,  une  longueur  58  égale  à  la  différence  des  premières  ordonnées 
des  points  5  et  8  tirée  de  l'Ep.  42.  Par  le  point  8  (Ep.  43),  on  mène 
une  parallèle  à  la  base  5'VIII,  jusqu'à  la  rencontre  de  l'hypothénuse 
5VIII  du  triangle  rectangle  5VIII5'  et  58  sera  la  véritable  longueur 
demandée. 

La  transformée  du  point  8  sera  donc  sur  la  génératrice  5VIII, 
et  sur  l'arc  décrit  de  s  comme  centre  avec  ^8  comme  rayon. 

Les  autres  points  de  la  transformée  se  construisent  de  la  même 
manière. 

Tangente  en  un  point  de  la  tra::sformée  de  la  sectio,i  plane.  La 
transformée  de  la  tangente  au  point  8  fait,  en  ce  point,  avec  la 
transformée  de  la  génératrice  58  le  même  angle  que  celui  que  fait, 
dans  l'espace,  la  tangente  au  point  8  à  la  courbe  de  section  plane 
avec  la  génératrice  sWl\  du  cône. 

Cet  angle  «  est  l'angle  opposé  à  la  base  KVIII  dans  le  triangle 
8KVIII  de  l'espace. 

Pour  avoir  ce  triangle,  on  construit  séparément  la  véritable 
longueur  de  cbacun  de  ses  trois  côtés.  Nous  aurons  (Fig.  44)  «  pour 
la  valeur  de  l'angle  demandé. 

La  tangente  au  point  8  à  la  transformée  fera,  en  ce  point,  cet 
angle  «  avec  la  génératrice  SVIII. 

Tangente  au  point  9.  L'angle  p  que  fait,  en  ce  point,  la  tangente 
à  la  transformée  de  la  section  plane  avec  la  génératrice  S  IX,  est 
l'angle  opposé  à  la  base  %'IX  dans  le  triangle  9  »'IX  de  l'espace 
(Ep.  42). 
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On  construira,  Fig.  45,  ce  triangle  en  construisant  d'abord 
séparément  la  véritable  longueur  de  chacun  de  ses  côtés.  P  sera 
l'angle  opposé  à  la  base. 

89.  Points  d'inflexion  de  la  transformée  (*).  Du  sommet  s  du 
cône  (Fig.  46),  abaissons  une  perpendiculaire  sur  le  plan  de  la 
section  plane  MN,  et,  par  le  pied  r  de  cette  perpendiculaire,  menons 
une  tangente  rg  à  la  courbe  de  section  plane;  la  transformée  du 
point  de  contact  de  cette  tangente  constituera,  sur  la  transformée  de 
la  section  plane,  le  point  d'inflexion  de  cette  courbe,  point  pour 
lequel  la  tangente  sera  en  même  temps  sécante. 

En  effet,  si  nous  divisons  la  courbe  de  section  plane  en  un 
certain  nombre  de  parties  très-petites,  nous  pouvons  confondre,  à  la 
limite,  la  courbe  avec  le  contour  polygonal  mnopqt;  le  point  de 
contact  de  la  courbe  avec  la  tangente  rg  constituera  un  élément 
rectiligne  op  infiniment  petit,  commun  à  la  tangente  et  au  contour. 

Cela  posé,  opérons  le  développement  du  cône,  donc  de  la  pyra- 
mide inscrite,  sur  le  plan  tangent  formé  par  sr  et  rg.  ro  étant  la 
projection  de  so  sur  MN,  Tangle  sor  sera  plus  petit  que  l'angle  son, 
et,  par  suite,  le  développement  opéré,  le  côté  no  de  la  face  sno  se 
placera  en  on\  en-dessous  de  rg. 

De  même,  rp  étant  la  projection  de  sp  sur  MN,  l'angle  spg  sera 
plus  grand  que  l'angle  spq  et,  par  suite,  dans  le  développement,  le 
côté  pq^  sera  au-dessus  de  rg. 

Comme  rg  a  un  élément  commun  op  avec  la  courbe  ifn!n'opqH\ 
transformée  de  la  courbe  de  section  plane,  rg  sera  la  tangente  à  cette 
courbe,  et  son  point  de  contact  sera  un  point  d'inflexion,  vu  qu'en 
ce  point  la  tangente  perce  la  courbe. 

D'après  ce  qui  précède,  on  voit  que  l'on  peut  d'avance  déterminer 
les  points  d'inflexion  de  la  transformée  de  la  section  plane. 

A  cet  effet  :  Du  sommet  du  cône,  on  abaisse  une  perpendiculaire 
sur  le  plan  sécant;  par  le  pied  de  cette  perpendiculaire,  on  mène  une  ou 


(*)  de  la  Gournerie.  Sections  planes.  I""»  partie. 
Leroy.  Sections  planes. 
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des  tangentes  à  la  courte  de  section  plane  ;  les  points  de  contact  de  ces 
tangentes  deviennent  les  points  d'inflexion  de  la  transformée  de  cette 
courle. 

Remarques.  I.  Nous  avons  (Ep.  42)  construit  ces  points  par 
rabattement.  Ce  sont  les  points  i  et  ij,  voisins  des  points  7  et  3. 

II.  Le  plan  déterminé  par  sr  et  rg  (Fig.  46)  est  un  plan  tangent 
au  cône,  par  conséquent  la  première  trace  de  ce  plan  est  tangente 
à  la  base  du  cône. 

Donc,  pour  avoir  les  points  de  la  courbe  qui  deviennent  des 
points  d'inflexion  de  la  transformée,  on  peut  encore  opérer  comme 
suit  : 

Dît,  sommet  du  cône,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan 
sécant;  on  détermine  la  trace  de  cette  perpendiculaire  sur  Pj  et,  par 
cette  trace,  on  mène  une  tangente  à  la  lase  du  cône  ;  le  point  de  contact, 
joint  au  sommet,  donne  une  génératrice  qtà  coupe  la  courhe  de  section 
plane  en  un  point  qui  sera  un  point  d'inflexion  dans  le  développement  de 
cette  courhe. 

III.  Le  plan  déterminé  par  sr  et  rg  dans  la  fig.  46  est  un  plan 
tangent  au  cône  ;  il  est  de  plus  perpendiculaire  au  plan  sécant,  donc 
celui-ci  est  aussi  perpendiculaire  au  plan  tangent  et,  par  suite,  à 
l'élément  de  surface  infiniment  petit  que  le  plan  tangent  a  de  com- 
mun avec  le  cône.  On  peut  donc  dire,  qu'au  point  de  contact  de  la 
tangente  rg^  le  plan  sécant  est  perpendiculaire  au  cône. 

On  voit  donc  que  les  points  d'inflexion  dans  la  transformée  de 
la  section  plane  sont  les  points  qui  correspondent  aux  poitits  de  cette 
section)  pour  lesquels  le  plan  sécant  est  normal  à  la  surface. 

Sections  planes  du  cône.  —  Cas  particuliers. 

90.  Premier  cas.  Intersection  d'un  cône  droit  et  de  révolution  et 
d'un  plan  normal  à  Pg. 

La  section  plane  peut  être  une  ellipse,  une  hyperbole  ou  une 
parabole  (85). 
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I.  Projections  de  la  courbe  de  section  plane  (Ep.  47). 

La  seconde  projection  de  la  courbe  se  trouve  en  4"8"  sur  la 
seconde  trace  Tg  du  plan  coupant. 

Pour  avoir  la  première  projection,  coupons,  d'après  (83)  par  des 
plans  parallèles  à  T^  et  passant  par  le  sommet  du  cône.  Ces  plans, 
dont  les  traces  sur  Pj  sont  dirigées  par  les  points  I,  II,  III...  "VIII 
de  la  base,  coupent  le  cône  suivant  des  génératrices  et  le  plan  T  sui- 
vant des  parallèles  à  Tj.  Ces  parallèles  coupent  les  génératrices  et 
donnent  les  points  l',2',3',.  .8'  de  la  courbe  projetée  sur  Pj. 

Les  points  6  et  2  se  projettent  sur  Pg  en  6"  et  2";  les  premières 
projections  de  ces  points  s'obtiennent  en  opérant  une  rotation  des 
génératrices  S6  et  S2  autour  de  l'axe  et  en  les  ramenant  dans  une 
position  parallèle  à  Pg.  Dans  cette  position,  les  nouvelles  projections 
des  points  6  et  2  sont  (6")(6')  et  (2")(2').  De  (6')  et  (2'),  on  arrive  à  6' 
et  2'. 

II.  Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  La  tangente  en  1  est  la 
droite  d'intersection  VI  du  plan  sécant  T  avec  le  plan  tangent  en 
1  au  cône. 

IIL  Tangentes  et  points  limites.  Les  tangentes  limites  parallèles 
à  Pj  sont  celles  qui  passent  par  les  points  8  et  4;  points  limites  par 
rapport  à  Pj. 

Les  points  limites  par  rapport  à  Pg  sont  les  droites  d'intersec- 
tion du  plan  sécant  T  avec  les  deux  plans  tangents  au  cône  dont  les 
traces  sur  Pg  sont  parallèles  à  Tg  (84). 

Les  points  ainsi  obtenus  sont  les  deux  points  limites  L  et  l. 

Rabattement  de  la  section  plane  et  de  ses  tangentes.  Ces  rabatte- 
ments ont  été  opérés  autour  de  la  trace  Tg. 

Développement  du  cône  (Ep.  48).  Transformées  de  la  base,  des 
génératrices  et  de  la  section  plane.  Le  cône  étant  droit  et  de  révolu- 
tion, la  base  aura  pour  transformée  un  arc  de  cercle  de  même  lon- 
gueur que  la  base  et  dont  le  rayon  est  égal  à  la  longueur  d'une 
génératrice  (47).  Nous  supposons  le  cône  ouvert  suivant  SVIII  et 
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nous  en  opérons  le  développement  comme  au  §  47.  Nous  aurons  la 
transformée  de  la  base  et  celles  des  génératrices  du  cône. 

Sur  ces  génératrices  SVIII,  SI  etc.,  et  à  partir  du  sommet  S, 
portons  respectivement  les  longueurs  Sg,  Sj,  Sg  etc.  qui  séparent, 
dans  l'espace,  le  sommet  du  cône  des  points  S,  1,  2,...  de  la  section 
plane,  et  nous  aurons  des  points  de  la  transformée  de  cette  section. 

Les  vraies  longueurs  S8,  Si,  S2,  etc.  s'obtiennent  en  faisant  tour- 
ner les  génératrices  du  cône  autour  de  son  axe  et  en  les  ramenant 
ainsi  dans  une  position  de  front  sur  S"IV". 

Nous  avons  porté  l'arc  VIII I  des  deux  côtés  de  la  génératrice 
SVIII  afin  de  mieux  voir  les  courbures  de  la  transformée  de  la  sec- 
tion plane  aux  points  8. 

Transformée  des  tangentes.  Tangente  au  point  1.  On  construit  le 
triangle,  rectangle  dans  l'espace,  qui  se  projette  sur  Pj  en  l'VT.  Ce 
triangle  se  rabat  sur  Pj  en  (l)rV'  et  donne  en  (1)  l'angle  «  que  fait 
la  tangente  avec  la  génératrice  Sj.  Cet  angle  est  celui  de  la  trans- 
formée de  la  génératrice  SI  avec  la  transformée  de  la  tangente. 

Tangentes  limites  et  points  limites.  Aux  points  8,  4  et  8,  trans- 
formées des  points  limites,  les  tangentes  sont  perpendiculaires  aux 
génératrices. 

Points  d'inflexion.  La  perpendiculaire  abaissée  du  sommet  du 
cône  sur  le  plan  sécant  perce  ce  dernier  en  F,  point  qui  se  rabat 
sur  Pg  en  (F).  Les  tangentes  menées  par  ce  point  au  rabattement  de 
la  section  conique  donnent  les  deux  points  [i]  et  (I)  dont  les  trans- 
formées i  et  I  sont  les  points  d'inflexion  de  la  transformée  de  la 
section  conique. 


Section  hyperbolique. 


Le  plan  sécant  est  disposé  de  telle  manière  qu'un  plan  qui  lui 
est  parallèle  coupe  le  cône  de  révolution  suivant  deux  génératrices 
Sa  et  S^  (85). 

1  Projections  de  la  comble  de  section  plane.  (Ep.  49).  Au  lieu 
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d'appliquer,  à  ce  cas  particulier,  la  solution  générale  (83)  on  peut 
couper  le  cône  et  le  plan  T  par  une  série  de  plans  auxiliaires  paral- 
lèles à  Pj.  U  Q  tel  plan  M  coupe  le  cône  suivant  une  circonférence 
de  cercle  dont  le  diamètre  est  projeté  en  ml^iî'  sur  P2.  Cette  cir- 
conférence se  projette  sur  Pj  en  vraie  grandeur,  suivant  une  circon- 
férence concentrique  avec  la  base  du  cône. 

Le  plan  M  coupe  le  plan  T  suivant  une  droite  parallèle  à  Tj,. 
droite  qui  rencontre  la  circonférence  mV  en  deux  points  2  et  II  qui 
appartiennent  à  la  section  plane. 

D'autres  plans  auxiliaires  donnent  différents  points  de  la 
courbe. 

Tangente  en  un  point  de  la  courle.  La  tangente  au  point  2  se 
construit  comme  au  §  (84).  Il  en  est  de  même  de  celle  au  point  5  de 
la  seconde  nappe  du  cône.  Cette  dernière  tangente  a  sa  première 
trace  en  2;'. 

Tangentes  et  points  limites.  Les  points  III  et  IV  sont  deux  points 
limites  par  rapport  à  Pj. 

Ralattemeat  de  la  courle  et  de  ses  tangentes.  Le  rabattement  a  été 
opéré  autour  de  la  seconde  trace  du  plan  sécant. 

Développement  du  cône.  Transformées  de  la  lase,  des  génératrices, 
de  la  section  plane  et  de  ses  tangentes. 

Voir,  pour  ces  questions,  le  problème  précédent. 

Asymptotes.  La  courbe  admet  deux  asymptotes.  Ce  sont  les 
droites  suivant  lesquelles  le  plan  sécant  T  est  rencontré  par  les 
plans  tangents  au  cône  menés  le  long  des  génératrices  Sa  et  SJ, 
droites  suivant  lesquelles  le  cône  est  coupé  par  un  plan  paral- 
lèle à  T  mené  par  le  sommet  du  cône  (85).  Les  deux  asymptotes  AR 
et  BR  ont  été  construites  et  rabattues  sur  Pg  le  long  des  droites 
(A)(R)  et  (B)(R). 

91.  IL  Cas  particulier.  Cône  droit  et  de  révolution  coupé  par  un 
plan  oblique  aux  deux  plans  de  projection. 

92.  III.  Cas  particulier.  Cône  de  révolution  oUique  coupé  par  un 
plan  perpendiculaire  à  Pg. 

Déduire  la  solution  de  ces  deux  cas  particuliers  de  celle  du  cas 
général. 


Chapitre  VI. 

Intersection  de  denx  surfaces. 


Plan  d'études.  Dans  la  solution  des  problèmes  relatifs  à  l'intersection 
de  deux  développables,  nous  suivrons  l'ordre  indiqué  aux  §§  «»  à  i». 


Intersection  de  deux  surfaces  cylindriques. 


93.  Problème  I.  Construire  la  ligne  d'intersection  de  deux  sur- 
faces cylindriques. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  50).  Conformément  à  la  solution 
générale  (13),  on  coupe  les  deux  cylindres  par  une  série  de  plans 
auxiliaires  parallèles  à  la  fois  aux  génératrices  des  deux  surfaces. 
Chacun  de  ces  plans  coupe  chacun  des  deux  cylindres  suivant  une 
ou  plusieurs  génératrices.  Les  points  de  rencontre  des  génératrices 
situées  dans  un  même  plan  sécant  appartiennent  à  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  cylindres. 

Solution  graphique  (Ep.  51).  Direction  des  fiants  sécants  auxi- 
liaires Par  un  point  m  de  l'espace,  menons  deux  droites  respective- 
ment parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylindres.  Ces  droites 
déterminent  le  plan  auquel  tous  les  plans  auxiliaires  sécants  seront 
parallèles. 

Construction^  des  points  de  la  courbe.  Les  premières  traces  des 
plans  auxiliaires  suffisent  pour  déterminer,  sur  les  deux  cylindres, 
les  génératrices  suivant  lesquelles  ces  plans  coupent  ces  surfaces. 
Les  traces  sur  Pj  de  ces  génératrices  passent,  en  effet,  par  les  points 
de  rencontre  des  premières  traces  des  plans  sécants  avec  les  bases 
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des  cylindres.  Nous  pouvons  donc  faire  passer  les  traces  de  ces  plans 
par  les  traces  de  quelques  génératrices  remarquables  pour  avoir 
des  points  de  la  courbe  sur  ces  lignes. 

Points  situés  sur  les  contours  apparents. 

Première  projection.  Les  génératrices  du  contour  apparent  du 
premier  cylindre  ont  pour  traces  sur  Pj  les  points  A'  et  B';  celles  du 
contour  apparent  du  second  cylindre  les  points  P'  et  R'.  Les  plans 
sécants  dont  les  premières  traces  passent  par  ces  points  donnent  des 
points  de  la  courbe  parmi  lesquels  se  trouvent  ceux  du  contour 
apparent. 

Pour  le  premier  cylindre,  ce  sont  les  points  a,  a,  5  et  P;  a  et  5 
sont  les  points  où  les  génératrices  du  contour  apparent  du  premier 
cylindre  entrent  dans  le  second;  «  et  ?  ceux  où  ces  mêmes  généra- 
trices sortent  de  la  seconde  surface. 

Pour  le  second  cylindre,  p  Qir  sont  les  points  où  la  courbe  ren- 
contre les  génératrices  du  contour  apparent  de  cette  surface. 

Seconde  projection.  Les  plans  sécants  auxiliaires,  dont  les  traces 
sur  Pi  passent  par  les  points  E'  et  F',  W  et  X\  premières  traces 
des  génératrices  du  second  contour  apparent  des  cylindres  donnent 
les  points  demandés.  Ce  sont  les  points  e  Qt  e^f  et/i  du  premier 
cylindre;  ces  points  sont  également  sur  le  contour  apparent  de  la 
seconde  surface,  à  cause  de  la  disposition  particulièrement  favorable 
de  l'épure. 

Courbe  fermée.—  Courbe  ouverte.  La  courbe  Q^iferme'e,  si  tous 
ses  points  sont  à  des  distances  finies  ;  la  courbe  est  oiiterte,  prolongée 
jusqu'à  l'infini,  si  un  ou  plusieurs  de  ses  points  se  trouvent  à  l'infini. 

La  courbe  est  toujours  fermée,  si  les  deux  bases  des  cylindres 
sont  des  courbes  fermées. 

Si  l'une  des  deux  bases  ou  si  toutes  les  deux  sont  des  courbes 
ouvertes,  il  faut,  pour  que  la  courbe  d'intersection  soit  une  courbe 
ouverte,  qu'au  moins  la  trace  d'un  des  plans  auxiliaires  coupe  l'une 
des  bases  et  rencontre  l'autre  à  l'infini.  Dans  ce  cas,  les  points  dé- 
terminés par  ce  plan  se  trouvent  à  l'infini. 

Tracée  de  la  courbe.  —  Points  visibles.  —  Points  invisibles. 
Première  projection.  Un  point  de  la  première  projection  de  la  courbe 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  6 
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est  visible,  s'il  se  trouve  à  l'intersection  de  deux  génératrices,  toutes  les  deux 
visibles  dans  cette  projection,  et  considérées  comme  telles  sur  chaque  cylindre 
pris  isolément  (»«), 

Un  point  est  invisible,  si  l'une  au  moins  des  deux  génératrices  qui  le  déter- 
minent est  invisible  dans  cette  projection. 

L'ensemble  des  points  visibles  donne  une  branche  de  courbe  visible;  l'en- 
semble des  points  invisibles  constitue  une  bt-anche  de  courbe  invisible  ou  cachée. 
La  première  sera  tracée  en  plein,  d'un  trait  continu,  tandis  que  l'autre  sera 
marquée  en  ponc< M  ^. 

Seconde  projection.  Les  mêmes  remarques  s'appliquent  aux  points  et 
branches  de  courbe  visibles  ou  invisibles  en  projection  sur  Pj. 

La  branche  visible  sera  encore  tracée  en  plein,  tandis  que  la  notation  du 
ponctué  est  réservée  pour  la  partie  invisible  ou  cachée  de  la  courbe. 

94.  Problème  II.  Construire  la  tangejite  en  un  point  de  la  courbe. 

Solution  dans  l'espace  (Fig  50).  La  tangente  au  point  a  à  la 
courbe  est  la  droite  d'intersection  Ta  des  plans  tangents  menés  en 
a  aux  deux  cylindres  (15). 

Solution  graphique  (Ep.  51).  La  tangente  au  point  h  est  donc 
la  droite  et. 

Tangentes  particulières.  —  Plans  sécants  limites.  —  Points 
limites.  — Tangentes  limites.  Dès  qu'uu  plan  sécant  auxiliaire  devient 
tangent  à  l'un  des  cylindres  et  reste  sécant  pour  l'autre,  il  devient 
plan  sécant  limite.  C'est  le  dernier  plan  qui  donne  des  points  de  la 
courbe  d'intersection. 

Les  points  fournis  par  les  plans  limites  sont  les  points  limites 
de  la  courbe. 

Les  tangentes  à  la  courbe  aux  points  limites  sont  les  tangentes 
limites  de  cette  courbe. 

Celles-ci  sont  les  génératrices  suivant  lesquelles  les  plans  sécants 
limites  coupent  le  cylindre  auquel  ils  ne  sont  pas  tangents. 

En  effet,  la  tangente  à  la  courbe  au  point  limite  i  est  la  droite 
d'intersection  des  plans  tangents  menés,  par  ce  point,  aux  deux 
cylindres. 

Or,  le  plan  tangent  au  premier  cylindre  est  le  plan  limite. 
Comme  ce  plan  coupe  le  second  cylindre  suivant  une  génératrice 
qui  passe  par  i,  et  comme  le  plan  tangent  à  ce  second  cylindre  est 
mené  suivant  la  même  génératrice,  il  s'ensuit  que  cette  génératrice 
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est  la  droite  d'intersection  des  deux  plans  tangents.  Cette  généra- 
trice est  donc  la  tangente  limite. 

Tangentes  parallèles  àV^.  —  Point  le  plus  haut  et  point  le  plus 
bas  de  la  courbe.  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe  est  parallèle 
à  Pi  si,  pour  ce  point,  les  plans  tangents  aux  deux  cylindres  ont  les 
traces  sur  P,  parallèles. 

Pour  trouver  ces  points,  on  devrait  mener  un  plan  sécant  tel, 
que  les  tangentes  aux  bases  des  cylindres,  aux  points  oii  la  première 
trace  de  ce  plan  coupe  ces  bases,  soient  d^s  droites  parallèles. 

Un  tel  plan  auxiliaire  ne  peut  se  déterminer,  en  général,  que 
par  tâtonnement. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  Pj  sont  les 
points  de  la  courbe  qui  sont  à  des  distances  maxima  et  miiiima  de  Pg. 

Tangentes  parallèles  à  Pj.  La  tangente  en  un  point  de  la  courbe 
est  parallèle  à  Pj  si,  pour  ce  point,  les  plans  tangents  aux  deux 
cylindres  ont  les  secondes  traces  parallèles. 

Pour  trouver  ces  points,  il  faudrait  construire  les  S' condes 
traces  des  deux  cylindres,  la  trace  sur  Pj  des  plans  sécants  auxi- 
liaires, et  trouver  un  plan  sécant  tel,  que  sa  trace  sur  Pg  coupe  les 
secondes  traces  des  cylindres  en  des  points  pour  lesquels  les  tan- 
gentes soient  parallèles. 

Un  tel  plan  auxiliaire  ne  peut  se  construire  que  par  tâtonne- 
ment. 

Les  points  de  contact  des  tangentes  parallèles  à  Pg  sont  les 
points  de  la  courbe  qui  sont  à  des  distances  maxima  et  minima  de  Pj. 

Tangentes  à  la  courbe  aux  points  où  celle-ci  passe  par  les  généra- 
trices des  contours  apparents. 

Premier  contour  apparent.  Le  plan  tangent  au  point  où  la  courbe 
passe  par  ce  contour  d'un  cylindre  est  un  plan  normal  à  Pj  ;  la  tan- 
gente demandée  qu'il  contient  se  projette  donc  sur  Pi  suivant  la 
trace-projection  de  ce  plan,  laquelle  coïncide  avec  la  génératrice  du 
contour  apparent. 

Par  conséquent,  si  la  courbe  a  un  de  ses  points  sur  une  génératrice 
du  contour  apparent,  celle-ci  devient  une  tangente  à  la  courbe. 

Second  contour  apparent.   De  même,  les  génératrices  du  second 
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contour  apparent  sont  tange7ites  à  la  mûrie  d'' intersection  aux  f  oints  où 
celle-ci  rencontre  les  premières  (à  démontrer). 

95.  Problème  III.  Vérifier  si  Viiiter section  des  deux  cylindres  à 
lim  par  pénétration  ou  arrachement. 

Pénétration.  —  Si  les  deux  plans  sécants  limites  sont  tangents 
au  même  cylindre,  les  deux  surfaces  se  coupent  suivant  deux  courbes 
séparées.  Le  premier  cylindre  C,  le  cylindre  pénétrant,  entre  dans  le 
cylindre  pénétré  suivant  une  courbe,  et  sort  de  la  même  surface  par 
une  autre  courbe  complètement  séparée  de  la  première. 

L'intersection  des  deux  cylindres  aura  lieu  par  pénétration; 
il  y  â  pénétration  (Fig.  52).  Le  cylindre  pénétrant  est  caché  par  le 
cylindre  pénétré  depuis  la  courbe  d'entrée  jusqu'à  la  courbe  de  sortie. 

On  appelle  solide  commun  aux  deux  cylindres,  le  solide  compris 
entre  trois  surfaces  cylindriques.  La  première  a  pour  directrices  les 
courbes  d'entrée  et  de  sortie,  et  pour  génératrices  les  génératrices 
du  cylindre  pénétrant;  les  deux  autres  surfaces  ont  pour  généra- 
trices les  génératrices  du  cylindre  pénétré,  et  pour  directrices  l'une, 
la  courbe  d'entrée,  l'autre,  la  courbe  de  sortie. 

Il  y  a  pénétration  réciproque,  si  les  plans  sécants  limites  sont 
tangents  à  la  fois  aux  deux  cylindres  (Fig.  53).  Les  courbes  d'entrée 
et  de  sortie  se  sont  rapprochées  de  manière  à  se  toucher  et  à  former 
des  nœuds. 

Arrachement.  Toute  disposition  des  plans  sécants  limites  autre 
que  les  deux  précédentes,  caractérise  une  intersection  par  arrachement 
(Fig.  54).  Les  courbes  d'entrée  et  de  sortie  se  confondent.  Le  cy- 
lindre arrachant  arrache,  pour  ainsi  dire,  une  partie  de^  l'autre 
cylindre,  du  cylindre  arraché,  pour  s'y  loger.  Plusieurs  de  ses  géné- 
ratrices restent  visibles  entièrement,  tandis  que  celles  qui  s'appuient 
sur  la  courbe  d'intersection  sont  cachées  sur  toute  la  longueur  qui 
existe  entre  les  points  qu'elles  ont  de  commun  avec  cette  courbe. 
Il  en  est  de  même  des  génératrices  du  cylindre  arraché.  Celles  qui 
s'appuient  sur  la  courbe  sont  cachées  sur  toute  la  longueur  qui 
sépare  les  points  que  ces  génératrices  ont  de  commun  avec  la  courbe. 

La  partie  arrachée,  le  solide  commun  aux  deux  cylindres,  est  un 
corps  limité  par  deux  surfaces  cylindriques  ayant  toutes  les  deux 
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pour  directrice  commune  la  courbe  d'intersection,  et  pour  généra- 
trices, respectivement  celles  du  premier  cylindre  et  celles  du  second. 

96.  Problème  IV.  Verger  si  la  courle  d'intersection  est  flâne 
et,  dans  ce  cas,  en  opérer  le  rabattement. 

Solution.  Voir  le  problème  III  (18). 

97.  Problème  V.  Construire  le  développement  des  cylindres,  les 
transformées  des  courbes  d'intersection  et  de  la  tangente  en  un  point  de 
cette  transformée. 

Nous  nous  contenterons  d'énumérer  les  différentes  opérations 
à  effectuer,  et  nous  renvoyons,  pour  les  détails,  aux  §§  39  et  79. 

I.  Construire  la  section  droite  de  chaque  cylindre. 

II.  Opérer  le  rabattement  des  sections  droites  et  opérer  la  rectifi- 
cation de  ces  lignes. 

III.  Développement  des  cylindres  et  transformées  des  courbes  dHn- 
ter  section. 

Pour  plus  de  facilité,  on  ne  considérera,  des  deux  cylindres  à 
développer,  que  la  partie  comprise  entre  la  section  droite  construite 
et  une  autre  section  droite  passante  une  certaine  distance  au-dessus 
de  la  branche  la  jjlus  élevée  des  courbes  d'intersection. 

IV.  Construction  de  la  tangente  en  un  point  de  la  transformée  des 
courbes  d'' intersection. 


Intersection  de  deux  cylindres.  —  Cas  particuliers. 


98.  Les  cas  les  plus  favorables  sont  les  suivants  : 

1°  Les  génératrices  des  deux  cylindres  sont  parallèles  à  Pg  ; 

2°  Un  des  deux  cylindres  est  droit  et  de  révolution  ; 

3°  Les  génératrices  des  deux  cylindres  sont  parallèles  ; 

4°  Les  deux  cylindres  ont  pour  bases  des  circonférences  de  cercle. 

99.  Problème  I.  Construire  la  courbe  d'' intersection  d'un  cylindre 
droit  et  de  révolution  avec  un  cylindre  oblique. 

Solution  dans  l'espace.  Les  plans  sécants  auxiliaires  devien- 
nent des  plans  perpendiculaires  à  Pj  dont  les  traces  sur  Pj  sont 
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parallèles  aux  premières  projections  des  génératrices  du  cylindre 
oblique  (13). 

Solution  graphique.  Déduire  les  différentes  opérations  gra- 
phiques du  cas  général. 

Ces  opérations  comprennent  : 

1°  La  construction  d'un  point  quelconque  de  la  courbe  ; 

2°  La  construction  des  points  limites,  des  points  situés  sur  les 
contours  apparents  et  des  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de 
la  courbe; 

3°  La  construction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
la  courbe  ; 

4°  La  construction  des  tangentes  limites  qui,  pour  ce  cas  parti- 
culier, sont  perpendiculaires  à  Pj; 

5°  Le  développement  du  cylindre,  les  transformées  de  la  courbe 
et  de  ses  tangentes. 

100.  Problème  II.  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles  à  V^. 

Solution.  Conformément  à  la  solution  générale  (13),  on  coupe 
par  une  série  de  plans  parallèles  à  Pj. 

101.  Problème  III.  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  géné- 
ratrices sont  parallèles. 

Ces  cylindres  se  coupent  suivant  des  génératrices  qui  passent 
par  les  points  de  contact  ou  d'intersection  des  deux  bases. 

En  effet,  si,  par  ces  points  a,  h,  c....,  on  mène  des  génératrices 
du  premier  cylindre,  ces  droites  sont  en  même  temps  des  généra- 
trices du  second  cylindre. 

102.  Problème  IV.  Intersection  de  deux  cylindres  dont  les  lases 
sont  des  circonférences  de  cercle. 

Solution.  On  coupe  par  une  série  de  plans  parallèles  à  Pj. 

Chaque  plan  coupe  chacun  des  deux  cylindres  suivant  des  cir- 
conférences de  cercles  de  mêmes  rayons  que  ceux  des  bases  (76)  et 
dont  les  centres  se  trouvent  aux  points  de  rencontre  des  lignes  des 
centres  (30)  avec  les  plans  sécants.  Les  points  de  rencontre  des  cir- 
conférences ainsi  obtenues  par  un  n-ême  plan  auxiliaire  appartien- 
ne nt  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  cylindres. 
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Intersection  de  deux  surfaces  coniques. 


103.  Problème  I.  Construire  la  ligne  cT intersection  de  deux  sur- 
faces co7iiques. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  55).  On  coupe  les  deux  cônes  par 
une  série  de  plans  auxiliaires  passant  par  les  sommets  (13). 

Un  tel  plan  coupe  le  premier  cône  suivant  une  ou  plusieurs 
génératrices ,  et  la  seconde  surface  également  suivant  une  ou  des 
génératrices. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  génératrices  sont  des  points  de 
la  courbe  d'intersection. 

Solution  graphique  (Ep.  56).  Les  traces  sur  Pj  des  plans 
auxiliaires  passent  toutes  par  le  point  M',  première  trace  de  la  droite 
qui  unit  les  sommets  des  deux  cônes.  En  faisant  passer  ces  traces 
par  les  traces  de  même  nom  des  génératrices  désignées  d'avance,  on 
aura  les  points  de  la  courbe  situés  sur  ces  droites. 

Points  situés  sur  les  génératrices  des  contours  apparents. 

Première  projection.  Les  génératrices  du  contour  apparent  du 
premier  cône  ont  pour  traces  sur  P,  les  points  I'  et  II';  celles  du 
contour  apparent  du  second  cône  les  points  III'  et  C. 

Faisons  passer,  par  ces  points  et  par  M',  les  premières  traces 
des  plans  auxiliaires.  Ces  plans  nous  donneront  les  points  voulus. 

La  génératrice  II  pénètre  dans  le  second  cône  au  point  14  et  en 
sort  en  13. 

La  génératrice  I  ne  donne  que  le  point  1  de  la  courbe  d'inter- 
section. 

La  génératrice  III  du  contour  apparent  du  second  cône  pénètre 
en  3  dans  le  premier  cône  et  en  sort  en  3^. 

La  génératrice  0  ne  rencontre  pas  le  premier  cône. 

Seconde  projection.  Les  génératrices  de  ces  contours  ont  pour 
traces  sur  Pj  les  points  9',  6',  E'  et  F'. 

Les  premières  traces  des  plans  auxiliaires  dirigées  par  ces  points 
et  par  M'  nous  fournissent  les  points  demandés. 


Tracé  de  la  courbe.  Points  viiillile.<).  Points  invisibles.  Voir,  pour  les 

notations,  le  §  os. 

Plans  sécants  limites,  —  Points  limites.  Un  plan  sécant  devient 
plan  limite  s'il  est  sécant  pour  un  des  cônes  et  tangent  pour  l'autre. 

Les  points  déterminés  par  les  plans  limites  sont  \q^ joints  limites 
de  la  courbe.  Ce  sont  les  points  1  et  Ij,  13  et  14. 

104.  Problème  II.  Construire  la  tangente  en  un  point  de  la 
courbe. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  55).  La  tangente  au  point  a  est 
la  droite  d'intersection  at  du  plan  tangent  en  a  au  premier  cône, 
avec  le  plan  tangent  au  même  point  à  la  seconde  surface. 

Solution  graphique  (Ep.  56).  La  tangente  tl2^  a  été  construite 
d'après  ce  qui  précède. 

Tangentes  particulières.  —  Tangentes  auo} points  oé  la  courle 
atteint  le  contour  apparent. 

Première  projection.  Le  plan  tangent  en  un  point  de  la  courbe 
situé  sur  la  génératrice  du  premier  contour  apparent  d'un  cône  est 
perpendiculaire  à  P^.  La  tangente  en  ce  point  est  donc  dans  un  plan 
normal  à  Pj  et  se  projette  sur  Pj  suivant  la  trace-projection  de  ce 
plan,  la  génératrice  même  du  contour  apparent. 

Donc,  la  courde  d'' intersection  de  deux  cônes  touche  les  génératrices 
de  leurs  premiers  contours  apparents  aux  points  de  cette  courbe  situés 
sur  ces  génératrices. 

Seconde  projection.  La  courbe  d'' intersection  des  deux  cônes  touche 
Us  seconds  contours  apparents  des  deux  surfaces  aux  points  oit  cette 
courbe  atteint  les  génératrices  de  ces  contours. 

Tangentes  limites.  Ces  tangentes  se  confondent  avec  les  généra- 
trices qui  passent  par  ces  points  et  suivant  lesquelles  les  plans 
limites  coupent  une  des  surfaces.  Ces  génératrices  sont,  en  effet, 
les  droites  d'intersection  des  plans  tangents  menés  en  ces  points  à 
chacun  des  deux  cônes  (94). 

Tangentes  parallèles  à  Pj.  Point  le  pins  ha/ut  et  point  le  plus  bas 
de  la  courbe.  On  détermine,  par  tâtonnement,  sur  les  bases  des  deux 
cônes,  deux  points  situés  avec  le  point  M'  sur  une  même  ligne  droite, 
points  pour  lesquels  les  tangentes  à  ces  bases  sont  des  droites  parai- 
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lèles.  Le  plan  sécant,  dont  la  première  trace  passe  par  et  s  points, 
coupe  les  deux  cônes  suivant  des  génératrices  qui  déterminent  le 
point  le  plus  haut  ou  le  point  le  plus  bas  de  la  courbe. 

En  ces  points,  les  tangentes  sont  parallèles  à  Pj,  et  les  ordon- 
nées de  ces  points  par  rapport  à  Pj  sont  des  maxiraa  ou  des  minima. 

Tangentes  parallèles  à  Pj.  Pour  que  la  tangente  en  un  point  de 
la  courbe  soit  parallèle  à  Pg,  il  faut  que  les  secondes  traces  des  deux 
plans  tangents  menés  en  ce  point  aux  deux  cônes  soient  parallèles. 

On  construira  donc  la  seconde  trace  de  chaque  cône  ainsi  que 
la  trace  de  même  nom  [x  de  la  ligne  qui  unit  les  deux  sommets.  On 
déterminera,  sur  ces  traces,  par  tâtonnement,  deux  points  situés  sur 
une  même  droite  avec  i^,  et  pour  lesquels  les  tangentes  à  ces  traces 
soient  parallèles.  Le  plan  sécant  dont  la  trace  sur  Pg  est  déterminée 
par  ces  points  et  par  v-  coupera  les  deux  cônes  suivant  des  généra- 
trices qui,  en  se  coupant,  fournissent  le  point  le  plus  écarté  ou  le 
point  le  plus  rapproché  de  Pg. 

En  ces  points  les  tangentes  sont  parallèles  à  P2  et  les  ordonnées 
par  rapport  à  ce  plan  sont  des  maxima  ou  des  minima. 

105  Problème  III.  Reconnaître  si  la  courbe  d'' intersection  de 
deux  cônes  est  ouverte  ou  fermée  et  si,  dans  le  premier  cas,  elle  admet 
des  asymptotes. 

Solution.  La  courbe  est  ouverte  si,  sur  le  premier  cône,  il  existe 
au  moins  une  génératrice  parallèle  à  une  génératrice  de  la  seconde 
surface.  Le  plan  auxiliaire  sécant,  mené  par  les  deux  sommets  et 
par  la  première  de  ces  deux  génératrices  parallèles,  coupera  néces- 
sairement l'antre  cône  suivant  la  deuxième  génératrice.  Ces  deux 
droites  ne  se  rencontrant  qu'à  l'infini,  la  courbe  d'intersection  aura 
un  point  reculé  à  l'infini  et  sera  ouverte. 

Nous  voyons  aussi  qu'un  plan  sécant  quelconque,  en  se  rappro- 
chant de  la  position  particulière  du  plan  sécant  paiticulier  qui 
donne  un  point  situé  à  l'infini,  donnera  des  génératrices  qui  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus  de  la  position  de  deux  droites  parallèles, 
et  se  coupant  par  suite  en  des  points  de  plus  en  plus  reculés  et  se 
rapprochant  de  l'infini.  L'ensemble  de  ces  points  formera  mie  branche 
de  la  courte  ouverte. 

6 
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Il  est  à  remarquer  encore,  que  cette  observation  s'applique  aux 
plans  sécants  situés  des  deux  côtés  des  génératrices  parallèles, 
partant,  les  branches  ouvertes  existent  des  deux  côtés  de  ce  plan 
sécant  particulier  et  sur  les  deux  nappes  des  cônes. 

Si  plusieurs  génératrices  du  premier  cône  étaient  parallèles  à 
autant  de  génératrices  du  second  cône,  la  courbe  d'intersection 
admettrait  autant  de  Iranches  ouvertes  qu'il  y  a  de  couples  de  généra- 
trices parallèles. 

Pour  reconnaître  si  deux  cônes  admettent  une  courbe  d'intersection 
ouverte,  on  transporte  le  second  cône  parallèlement  à  lui-même 
jusqu'à  ce  que  son  sommet  coïncide  auec  celui  du  premier.  Dans 
cette  nouvelle  position,  le  cône  aura  une  nouvelle  base  qui  coupe  ou 
touche  la  base  du  premier  cône  en  un  certain  nombre  de  points  ; 
ces  points  joints  au  sommet  commun  fournissent  les  génératrices  com- 
munes aux  deux  surfaces.  Si  actuellement,  on  reporte  le  second  cône 
parallèlement  à  lui-même  dans  sa  première  position,  les  génératrices 
communes  deviendront  des  génératrices  parallèles  à  des  génératrices 
du  second  cône.  La  courbe  d'intersection  des  deux  cônes  admettra 
autant  de  branches  ouvertes  que  les  deux  bases  des  deux  cônes 
avaient  de  points  d'intersection  ou  de  contact. 

Cette  manière  de  transporter  l'une  des  surfaces  parallèlement 
à  elle-même  jusqu'à  ce  que  son  sommet  coïncide  avec  celui  de  la 
première  est,  en  définitive,  une  opération  qui  s'exécute  graphique- 
ment de  la  manière  suivant  : 

Par  le  sommet  du  premier  cône,  on  mène  des  droites  parallèles 
aux  génératrices  de  la  seconde  surface.  L'ensemble  des  traces  de  ces 
lignes  constituera  la  trace  d'un  nouveau  cône,  de  même  sommet  que 
le  premier,  et  à  génératrices  parallèles  à  celles  du  second.  On  déter- 
mine les  points  d'intersection  ou  de  contact  de  cette  nouvelle  base 
avec  celle  du  premier  cône,  et  ces  points,  unis  au  sommet  commun, 
donnent  des  génératrices  communes.  Celles-ci  ont  leurs  parallèles 
parmi  les  génératrices  du  second  cône  resté  immobile,  génératrices 
que  l'on  construira  facilement. 

Branches  ouvertes  admettant  des  asymptotes.  Soit  (Fig.  57),  X  un 
point  d'intersection  de  la  base  du  premier  cône  C  avec  la  base  du 
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cône  auxiliaire  parallèle  au  second  cône  C.  Le  cône  C  aura  une 
génératrice  S'X'  parallèle  à  SX  et,  les  deux  cônes  suffisamment  pro- 
longés, se  rencontrent  suivant  une  courbe  qui  présente  une  branche 
ouverte. 

Cette  Iranche  admet  une  asymptote  parallèle  à  SX. 

Remarquons  d'abord  que  le  plan  tangent  au  cône  C  le  long  de 
SX  7i' est  pas  le  même  que  le  plan  tangent  mené  au  cône  auxiliaire  le 
long  de  la  même  génératrice  SX.  Il  s'en  suit,  que  le  plan  tangent  au 
cône  C  le  long  de  S'X'  sera  parallèle  au  plan  tangent  au  cône  auxi- 
liaire le  long  de  SX,  mais  ne  sera  nullement  parallèle  au  plan  tan- 
gent au  cône  C  le  long  de  la  même  génératrice  SX. 

Cela  posé,  nous  savons  que  l'asymptote  d'une  courbe  est  une 
tangente  à  cette  courbe  en  un  point  de  celle-ci  situé  à  l'infini.  Or,  ce 
point  qui  a|)particnt  à  la  courbe  d'intersection  ne  peut  être  situé 
qu'à  l'intersection  des  deux  génératrices  parallèles  SX  et  S'X'.  La 
tangente  en  ce  point  à  la  courbe,  l'asymptote  par  conséquent,  sera 
la  droite  d'intersection  du  plan  tangent  au  cône  C  touchant  cette 
surface  le  long  de  SX  avec  le  plan  tangent  qui  touchera  le  cône  C  le 
long  de  S'X'. 

Ces  deux  plaas  tangents  se  coupent  suivant  une  droite  parallèle 
à  SX. 

L'asymptote  existe  donc  (85)  pour  la  branche  ouverte  de  la 
courbe  qui  correspond  aux  génératrices  parallèles  SX  et  S'X',  et 
cette  asymptote  est  elle-même  parallèle  à  SX. 

Le  même  raisonnement  s'applique  évidemment  à  toute  autre 
branche  ouverte  de  la  courbe  qui  correspondrait  à  un  autre  couple 
de  génératrices  des  deux  cônes,  parallèles  à  la  ligne  SY,  SY  étant 
une  nouvelle  génératrice  commune  au  cône  C  et  au  cône  auxiliaire, 
et  déterminée  par  le  point  de  rencontre  Y  des  deux  bases  de  ces  cônes. 

Branches  ouvertes  dépourvues  d'asymptotes.  Soit  actuellement 
(Fig.  58),  Z  un  point  oii  la  base  du  cône  C  touche  la  base  du  cône 
auxiliaire.  La  génératrice  SZ  sur  le  cône  C  aura  sa  parallèle  S'Z' 
sur  le  cône  C.  A  ces  deux  génératrices  correspondra  encore  une 
branche  ouverte  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cônes.  Cette 
branche  ouverte  sera  dépourvue  d'asymptote. 
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En  effet,  d'après  ce  qui  précède,  cette  ligne  devrait  se  trouver 
à  l'intersection  des  plants  tangents  à  C  et  C  menés  le  long  des  géné- 
ratrices S'Z'  et  SZ.  Ces  deux  plans  tangents  sont  parallèles,  vu  que 
le  plan  tangent  S'Z'T'  est  parallèle  au  plan  tangent  SZT  au  cône 
auxiliaire  lequel  plan  se  confond  avec  le  plan  tangent  le  long  de  SZ 
au  cône  C.  L'intersection  de  ces  deux  plans,  l'asymptote  à  la  courbe, 
n'existe  donc  pas. 

En  résumé,  nous  voyons  que  la  courie  d'intersection  de  deux  co- 
niques admet  autant  de  branches  ouvertes  que  la  hase  du  premier  cône 
a  de  points  communs  avec  la  hase  du  cô/ie  auxiliaire. 

Toute  hrauche  ouverte  qui  correspond  à  un  point  d'intersection 
de  ces  deux  hases  admettra  une  asymptote  parallèle  à  la  droite  qui 
unit  ce  point  au  sommet  du  premier  cône. 

Toute  hranclie  ouverte  qui  correspond  à  un  point  de  contact  de 
ces  deux  ha^.es  est  une  courhe  dépourvue  d'asymptote. 

106  Problème  IV.  VérijUr  si  l'intersection  des  deux  cônes  a  lieu 
par  pénétration  ou  par  arrachement. 

Pénétration.  Les  deux  cônes  se  coupent  par  pénétration,  si  les 
plans  limites  sont  sécants  pour  l'une  des  surfaces  et  tangents  à 
l'autre. 

La  ligne  d'intersection  se  composera  de  detix  hranches  séparées. 
L'une  des  courbes  est  la  ligne  d'entrée  du  cône  pénétrant  dans  la  sur- 
face pénétrée  ;  l'autre  branche  est  la  courhe  de  sortie  du  cône  pénétrant. 

Le  cône  pénétrant  est  caché  par  le  cône  pénétré,  depuis  la  courbe 
d'entrée  jusqu'à  la  courbe  de  sortie. 

Le  solide  commun  aux  deux  cônes  est  compris  entre  trois  sur- 
faces coniques.  La  première  a  pour  directrice  les  deux  courbes  d'en- 
trée et  de  sortie,  et  pour  sommet  le  sommet  du  cône  pénétrant;  les 
deux  autres  surfaces  ont  pour  sommet  commun  celui  du  cône  péné- 
tré, et  pour  directrices,  l'une  la  courbe  d'entrée,  l'autre  la  courbe 
de  sortie. 

La  pénétration  est  réciproque,  si  les  plans  limites  sont  tan- 
gents à  la  fois  aux  deux  surfaces.  Les  courbes  d'entrée  et  de  sortie 
se  touchent  et  forment  des  nœuds  aux  points  communs. 

Arrachement.  Toute  disposition  des  plans  limites  autre  que 
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celles  décrites  précédemment  caractérise  une  intersection  par  arra- 
chement. 

Le  cône  arrachant  enlève  une  partie  du  cône  arraché  pour  s'y 
loger,  etc.  (95). 

Le  solide  commun  dans  une  intersection  par  arrachement  est 
limité  par  deux  surfaces  coniques  ayant  pour  directrice  commune  la 
courbe  d'intersection,  et  pour  sommets,  l'une  le  sommet  du  cône 
arrachant,  l'autre  celui  du  cône  arraché. 

107  Problème  VI.  Vérifier  si  la  courhe  d'intersection  est  plane 
et,  da?is  ce  cas,  en  opérer  le  rabattement. 

Solution.  Voir  le  problème  III  (18). 

108.  Problème  VI.  Construire  le  dévelopjjement  des  deux  sur- 
faces coniques,  les  transformées  des  courles  d'intersection  et  la  trans- 
formée de  la  tangente  en  un  point  de  ces  courles. 

Solution.  On  développera  séparément  chaque  surface  en  trans- 
formant, sur  chacun  de  ces  développements,  les  courbes  d'intersection 
considérées  comme  appartenant  séparément  à  chaque  cône. 

Pour  les  détails  des  constructions,  voir  le  paragraphe  87. 


Intersection  de  deux  cônes.  —  Cas  particuliers. 


J09.  Problème  I.  Intersection  de  deux  cônes  ayant  le  même 
sommet. 

Solution.  Deux  cônes  de  même  sommet  se  coupent  suivant 
autant  de  génératrices  que  leurs  bases  ont  de  points  de  contact  ou 
d'intersection. 

En  effet,  ces  points  a,  h,  c,...,  joints  au  sommet  commun  déter- 
minent des  génératrices  appartenant  à  chacune  des  deux  surfaces. 

110.  Problème  II.  Intersection  de  deux  cônes  dont  les  lases  sont 
des  circonférences  de  cercle. 

Solution.  Au  lieu  d'employer  la  solution  du  n°  103,  on  peut 
couper  par  des  plans  parallèles  à  Pj.  Un  tel  plan  coupe  chacun  des 
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cônes  suivant  nue  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  au  point 
de  rencontre  de  ce  plan  avec  la  ligne  des  centres  du  côue  (36),  et  dont 
le  diamètre  se  projette  sur  Pg  suivant  sa  vraie  longueur  le  long  de 
la  parallèle  à  l'axe  de  projection  comprise  entre  les  deux  généra- 
trices du  contour  apparent.  Chaque  circonférence  se  projette  sur  Pi 
suivant  sa  vraie  longueur.  Les  points  de  rencontre  ou  de  contact  de 
ces  circonférences,  données  par  le  même  plan  sécant,  sont  des  points 
de  la  courbe  d'intersection  des  deux  cônes. 


Intersection  d'un  cylindre  et  d'une  surface  conique. 


111.  Problème  I.  Construire  la  ligne  d'intersection  d'un  cylindre 
et  d'une  surface  conique. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  59).  On  coupe  les  deux  surfaces 
par  une  série  de  plans  auxiliaires  passant  par  le  sommet  du  cône  et 
parallèles  aux  génératrices  du  cylindre  (13).  Un  tel  plan  contiendra 
la  droite  SM  menée  par  le  sommet  du  cône  parallèlement  aux  géné- 
ratrices du  cylindre  et  coupe  le  cylindre  (75)  et  le  cône  (82)  suivant 
une  ou  plusieurs  génératrices.  Les  points  de  rencontre  des  généra- 
trices fournies  par  un  même  plan  sécant  appartiennent  à  la  ligne 
d'intersection  des  deux  surfaces. 

Solution  graphique  (Ep.  60).  Tout  plan  auxiliaire  sécant  a  sa 
première  trace  qui  passe  par  M',  trace  sur  Pj  d'une  parallèle  aux 
génératrices  du  cylindre  menée  par  le  sommet  du  cône. 

En  dirigeant  les  premières  traces  des  plans  auxiliaires  par  les 
traces  de  génératrices  désignées  d'avance,  soit  du  cône,  soit  du 
cylindre,  on  déterminera,  s'il  y  a  lieu,  le  ou  les  points  de  la  courbe 
d'intersection  situés  sur  ces  lignes. 

Points  situés  sur  les  génératrices  des  contours  apparents. 

Première  projection.  Ces  points  sont  déterminés  par  les  plans 
auxiliaires  dont  les  premières  traces  passent  par  M'  et  successive- 
ment par  chacune  des  traces  sur  Fj  des  génératrices  des  contours 
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apparents.  Ces  sont  les  points  1  et  10  du  cône,  2,  2,,  8  et  8i 
du  cylindre. 

Seconde  projection.  Ces  points  sont  déterminés  par  les  plans 
sécants  dont  les  premières  traces  passent  par  M'  et  par  les  traces  de 
même  nom  des  génératrices  de  ces  contours  apparents. 

Une  telle  génératrice  donne  un  ou  des  points  de  la  courbe,  on 
ne  rencontre  pas  cette  dernière,  suivant  que  le  plan  sécant  mené 
par  cette  génératrice  coupe  ou  touche  l'autre  surface  suivant  une  ou 
des  génératrices  ou  qu'il  laisse  cette  surface  entièrement  d'un  côté 
sans  la  toucher  ni  la  couper. 

La  même  remarque  s'applique  aux  génératrices  des  premiers 
contours  apparents. 

Les  points  d'entrée  et  de  sortie  de  ces  génératrices  se  déter- 
minent comme  au  §  103. 

Plans  sécants  limites.  —  Points  limites.  Un  plan  sécant  devient 
plan  limite,  s'il  est  sécant  pour  l'une  des  surfaces  et  tangent  à  l'autre. 

Les  points  déterminés  par  un  plan  limite  sont  les  points  limites 
de  la  courbe.  Ce  sont  les  points  1,  Ij,  10  et  lOj. 

Tracé  de  la  courbe.  —  Points  visibles.  —  Points  cachés.  Voir  le  pro- 
blème du  §  »3. 

112.  Problème  II.  Construire  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe. 

Solution  dans  l'espace  (Fig.  59).  La  tangente  au  point  a  de 
la  courbe  est  la  droite  d'intersection  œa  du  plan  tangent  en  a  au 
cône  avec  le  plan  tangent  en  a  au  cylindre  (15). 

Solution  graphique  (Ep.  60).  Les  tangentes  aux  points  9  et  2 
ont  été  construites  d'après  ce  qui  précède. 

Tangentes  particulières.  —  Tangentes  aux  points  de  la  courbe 
situés  sur  les  contours  apparents. 

On  démontre,  comme  aux  §§  94  et  104  que,  pour  chaque  pro- 
jection, les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  aux  points  situés  sur 
les  génératrices  du  contour  apparent  se  confondent  avec  ces  génératrices. 
La  courbe  touche  donc  ces  génératnces  aux  points  situés  sur  ces  droites. 

Plans  sécants  limites.  —  Points  limites.  —  Tangentes  limites. 
Mêmes  définitions  qu'au  §  94. 

Les  tangentes  oM^i  points  limites  se  confondent  avec  les  gêné- 
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ratrices  qui  passent  par  ces  points  et  suivant  lesquelles  une  des 
surfaces  est  coupée  par  un  plan  sécant  limite.  Ces  génératrices  sont, 
en  effet,  les  droites  d'intersection  des  plans  tangents  menés  en  ces 
points  à  chacune  des  deux  surfaces  (94). 

Tangentes  'parallèles  à  Pj.  —  Point  le  plus  haut  et  point  le  plus 
las  de  la  courbe.  La  tangente  on  un  point  de  la  courbe  est  parallèle 
à  Pj  si,  pour  ce  point,  les  plans  tangents  aux  deux  surfaces  ont  des 
traces  sur  Pj  parallèles.  On  déterminera  donc,  par  tâtonnement,  sur 
les  bases  des  deux  surfaces,  des  points  situés  en  ligne  droite  avec  le 
point  M',  et  pour  lesquels  les  tangentes  à  ces  bases  sont  parallèles. 
Ces  points  détermineront,  avec  le  point  M',  la  trace  du  plan  sécant 
auxiliaire  qui  fournira  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  les  tan- 
gentes sont  parallèles  à  Pj.  Les  ordonnées  de  ces  points  par  rapport 
à  Pj  sont  des  maxima  ou  des  minima. 

Tangentes  parallèles  à  Pg.  Une  tangente  en  un  point  de  la  courbe 
est  parallèle  à  Pj,  si  les  deux  plans  tangents  qui  la  déterminent  ont 
des  traces  sur  P^  parallèles.  On  construira  les  traces  du  cylindre  et  du 
cône  sur  P^  ainsi  que  celle  de  SM.  On  déterminera,  par  tâtonnement, 
sur  ces  traces,  des  points  en  ligne  droites  avec  la  seconde  trace  de 
SM  et  pour  lesquels  les  tangentes  à  ces  traces  sont  des  droites 
parallèles.  Le  plan  sécant  dont  la  trace  sur  Pg  passe  par  ces  points 
fournira  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  les  tangentes  à  cette 
courbe  sont  parallèles  à  Pg.  Les  ordonnées  de  ces  points  par  rapport 
à  Pg  sont  des  maxima  ou  des  minima. 

113  Problème  III.  Recoîinaître  si  la  courte  d'intersection  est 
ouverte  ou  fermée  et  si,  dans  le  premier  cas,  elle  admet  des  asymptotes. 

Solution.  Courles  à  branches  infinies.  Pour  que  la  courbe  puisse 
admettre  des  branches  infinies  il  faut  qu'une  génératrice  du  cône  soit 
parallèle  au  cylindj^e. 

Soit  (Fig.  61)  la  base  d'un  cône  qui  admet  une  génératrice  ST 
parallèle  au  cylindre,  dont  nous  avons  seulement  figuré  la  circonfé- 
rence YMC  de  la  base.  Deux  cas  particuliers  peuvent  se  présenter. 
La  tangente  au  point  T  à  la  base  du  cône  rencontre  ou  touche  la 
base  du  cylindre  ;  ou  bien,  cette  tangente  n'a  aucun  point  de  com- 
mun avec  cette  dernière  base. 
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I"  cas.  La  taugemtt  en  T  rencontre  la  base  du  cylindre  en  deux 
points.  Tout  plan  auxiliaire  sécant  passe  par  T  et  coupe  le  cylindre 
suivant  deux  génératrices.  Il  coupe  le  cône  également  suivant  deux 
génératrices  dont  l'une  ST,  parallèle  au  cylindre,  ne  peut  être  coupée 
par  les  génératrices  de  ce  cylindre  fournies  par  le  plan  sécant.  La 
génératrice  AS,  non  parallèle  au  cylindre,  percera  cette  surface  en  A' 
et  sortira  du  cylindre  en  A".  ST  ne  pourra  donner  des  points  de 
la  courbe. 

Un  autre  plan  sécant  PTF  coupe  encore  le  cylindre  suivant  deux 
génératrices  D  et  F  qui  ne  peuvent  rencontrer  que  la  génératrice  PS 
du  cône,  située  dans  PDF  et  non  parallèle  au  cylindre.  Encore  une 
fois,  la  génératrice  TS  ne  pourra  donner  des  points  de  la  courbe; 
celle-ci  sera  donc  formée  de  deux  branches  séparées  par  ST  qu'elles 
ne  peuvent  rencontrer. 

En  faisant  tourner  le  plan  sécant  auxiliaire  autour  de  S  T,  de 
manière  à  rapprocher  sa  trace  de  la  tangente  YTM,  on  voit  que  l'on 
obtient,  pour  chaque  position  du  plan,  deux  points  de  la  courbe, 
l'un  sur  la  première  nappe  du  cône,  l'autre  sur  la  seconde  nappe  et 
s'écartant  tous  les  deux  de  plus  en  plus  du  sommet  S  pour  se  rap- 
procher de  l'infini  et  de  la  génératrice  ST. 

Ces  points  seront  à  l'infini  et  sur  ST  pour  un  plan  sécant  tan- 
gent au  cône  et  ayant,  par  suite,  sa  trace  YTM  tangente  en  T  à 
la  base  du  cône.  Les  génératrices  Y  et  S  du  cylindre  ne  peuvent 
rencontrer,  en  effet,  le  cône  qu'en  des  points  situés  sur  ST,  donc 
à  l'infini. 

La  courle  admettra  donc  deux  Ir anches  infinies. 

Asymptotes.  Ces  Ir anches  infinies  admettent  des  asymptotes 
qui  sont  les  génératrices  Y  et  M  du  cylindre. 

En  effet,  l'asymptote  est  la  tangente  au  point  de  la  courbe  situé 
à  l'infini,  donc,  d'après  ce  qui  précède,  cette  asymptote  sera  l'inter- 
section du  plan  tangent  au  cône  le  long  de  ST,  avec  le  plan  tangent 
au  cylindre  le  long  de  la  génératrice  Y,  ou  le  long  de  M. 

Or,  ces  intersections  sont  les  génératrices  Y  et  M  elles-mêmes, 
vu  que  le  plan  tangent  ST  est  un  plan  sécant  limite. 

Remarque.  Si  la  tangente  TM  ou,  en  d'autres  termes,  la  trace 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  7 


sur  Pj  du  plan  tangent  au  cône  parallèle  au  cylindre,  coupait  ou 
touchait  la  base  du  cylindre  en  un  certain  nombre  de  points,  la 
courbe  d'intersection  admettrait  autant  de  branches  infinies  que  la 
tangente  TM  aura  de  points  de  contact  ou  d'int-ersection  avec  la  base 
du  cylindre. 

Chacune  de  ces  branches  admettrait  une  asymptote,  qui  serait 
la  génératrice  du  cylindre  suivan'.  lequel  le  plan  tangent  STM  coupe 
ou  touche  le  cylindre,  et  à  laquelle  correspond  la  branche  infinie. 

2™^  Cas.  —  Si  la  tangente  ÏM  ne  reticontre  pas  la  base  du  cy- 
lindre, la  courbe  n'admettra  pas  de  branche  infinie. 

Chaque  plan  sécant  dont  la  trace  sera  comprise  dans  l'angle 
ATB  (Fig.  62)  donnera  un  ou  des  points  de  la  courbe  parfaitement 
définis  et  non  reculés  à  l'infini.  Aucun  des  points  ne  sera  sur  ST  et 
la  courbe  ne  peut  admettre  d'asymptote. 

Tout  plan  sécant  en  dehors  de  l'angle  ATB  ne  répond  plus  aux 
conditions  d'un  plan  auxiliaire  pouvant  donner  un  ou  des  points  de 
la  courbe. 

Nous  voyons  donc  que  : 

La  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  est  une  courbe  ouverte, 
si  une  génératrice  du  cône  est  parallèle  au  cylindre,  et  si  le  plan  tangent 
au  cône  le  long  de  cette  génératrice  coupe  ou  touche  la  base  du  cylindre. 
A  chaque  point  de  contact  ou  d  intersection  correspondra  une  branche 
infinie;  elle  aura  pour  asymptote  la  génératrice  du  cylindre  qui  passe 
par  le  point  auquel  correspond  la  branche  ouverte. 

Pour  reconnaître  graphiquement  ces  particularités,  par  le  som- 
met du  cône,  on  mène  une  droite  parallèle  au  cylindre.  La  trace  T 
de  cette  droite  doit  se  trouver  sur  la  base  du  cône,  et  la  tangente 
en  T,  à  cette  base,  doit  rencontrer  ou  toucher  la  base  du  cylindre. 

114.  Problème  IV.  Vérifier  s'il  y  a  pénétration  ou  arrachement. 
Les  deux  surfaces  se  coupent  par  pénétration,  si  les  plans  limites 
ont  tangents  à  la  même  surface,  au  cylindre  ou  au  cône.  Cette 
surface  sera  la  sur  face  pénétrante  ;  elle  entrera  dans  la  surface  péné' 
trée  suivant  une  courbe,  et  sortira  de  la  même  surface  suivant  une 
autre  courbe,  entièrement  séparée  de  la  première. 

Dans  notre  épure,  l'intersection  a  lieu  par  pénétration. 
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Le  solide  commun  est  limité  par  trois  surfaces  :  une  surface 
cylindrique  ayant  pour  directrices  les  deux  courbes  d'intersection 
et  pour  génératrices  celles  du  cylindre  pénétrant,  et  deux  surfaces 
coniques  qui  ont  toutes  les  deux  pour  sommet  commun  le  sommet 
du  cône  pénétré,  et  pour  directrices.  Tune  la  courbe  d'entrée,  l'autre 
la  courbe  de  sortie. 

Pénétration  réciproque. —  Arrachement.  Voir  ces  questions 
aux  problèmes  de  l'intersection  de  deux  cylindres  et  de  l'intersection 
de  deux  surfaces  coniques. 

Le  solide  commua  dans  une  intersection  par  arrachement  est 
limité  par  une  surface  cylindrique  parallèle  au  cylindre  donné  et 
ayant  la  courbe  d'intersection  pour  directrice,  et  par  une  surface 
conique,  de  même  sommet  que  le  cône  proposé,  et  ayant  encore  la 
courbe  d'intersection  pour  directrice. 

115.  Problème  V.  Véri/er  si  la  courle  d'intersection  est  jplane, 
et,  dans  ce  cas,  en  opérer  le  rabattement. 

Solution.  Voir  le  problème  III  (18). 

116.  Problème  VI.  Construire  le  développement  des  deux  sur- 
faces, les  transjormées  des  courbes  dHutersection  et  la  tangente  en  un 
point  de  ces  transformées. 

On  construira  les  développements  du  cône  et  du  cylindre  et, 
séparément  sur  chacun  de  ces  développements,  les  transformées  de 
la  courbe  d'intersection,  etc. 

Pour  les  détails,  voir  les  §§  79  et  87. 

117.  Cas  particulier.  Problème.  Construire  Vintersection  d'un 
cylindre  et  d'un  cône,  les  bases  de  ces  deux  surfaces  étant  des  circonfé- 
rences de  cercle. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  les  deux  surfaces  par  une 
série  de  plans  parallèles  à  Pj.  Chaque  plan  auxiliaire  coupera  le 
cylindre  suivant  une  circonférence  de  cercle  (101),  et  le  cône  égale- 
ment suivant  une  circonférence  de  cercle  (110).  Les  points  de  ren- 
contre de  ces  deux  lignes  situées  dans  un  même  plan  sécant  appar- 
tiennent à  la  courbe  d'intersection. 
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Points  de  rencontre  d'une  ligne  avec  une  surface 
réglée  déyeloppable. 


118.  Problème  I.  Construire  les  points  de  rencontre  d'une  ligne 
avec  un  plan. 

Solution.  Le  plan  peut  être  considéré  comme  un  cylindre  dont 
la  directrice  est  une  ligne  droite. 

On  prendra,  conformément  à  la  solution  générale  (20),  la  ligne 
proposée  pour  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  une  droite  du  plan. 

On  construit  les  génératrices  suivant  lesquelles  ce  cylindre 
auxiliaire  est  coupé  par  le  plan  (76)  ;  les  points  de  rencontre  de  ces 
génératrices  avec  la  ligne  proposée  sont  les  points  où  cette  dernière 
perce  le  plan. 

Solution  graphique  (Ep.  63).  Prenons  pour  génératrices  du 
cylindre  auxiliaire  des  droites  parallèles  à  la  seconde  trace  du  plan 
donné,  des  lignes  de  front  de  ce  plan. 

Par  les  points  1,  2,  3,  4  de  la  courbe,  menons  des  génératrices 
du  cylindre.  Les  traces  de  ces  droites  sur  Pj  déterminent  la  base 
du  cylindre,  et  le  point  de  rencontre  «  de  cette  ligne  avec  la  pre- 
mière trace  du  plan  sera  la  trace  de  même  nom  de  la  génératrice 
suivant  laquelle  le  plan  proposé  coupe  le  cylindre. 

Le  point  de  rencontre  a  de  cette  génératrice  avec  la  courbe 
donnée  est  le  point  de  rencontre  de  cette  ligne  avec  le  plan. 

Remarque.  Une  courbe  perce  le  plan  en  autant  de  points  que 
la  base  du  cylindre  auxiliaire  admet  de  points  de  rencontre  ou  de 
contact  avec  la  première  trace  du  plan. 
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Autre  solution.  On  change  de  plan  de  projection  Po.  On  prend 
le  nouveau  plan  perpendiculaire  à  la  première  trace  du  plan  donné, 
et  on  détermine  la  nouvelle  trace  de  ce  plan  sur  Pg  ainsi  que  la  nou- 
velle projection  de  la  courbe. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  nouvelle  projection  de  la 
courbe  avec  la  nouvelle  trace  du  plan  sont  les  nouvelles  projections 
des  points  de  rencontre  de  la  courbe  avec  le  plan.  Des  nouvelles 
projections  des  points  obtenus,  on  passe  aux  anciennes. 

119.  Cas  particulier.  La  courle  proposée  est  une  courle  flâne. 
Les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  le  plan  sont  situés  sur 
la  droite  d'intersection  du  plan  de  la  courbe  avec  le  plan  proposé. 

120  Application.  Troîiver  les  points  de  rencontre  d'une  eircon- 
férence  de  cercle  parallèle  à  Pj  avec  un  plan  quelconque. 

121.  Problème  II.  Construire  les  points  de  rencontre  d'une  ligne 
quelconqne  avec  un  cylindre. 

Solution  dans  Tespace.  Par  la  ligne  proposée,  prise  pour 
directrice,  on  fera  passer  un  cylindre  parallèle  au  cylindre  donné. 
Ces  deux  surfaces  se  couperont  suivant  des  génératrices  dont  les 
points  de  rencontre  avec  la  ligne  sont  les  points  où  cette  dernière 
perce  le  cylindre  donné. 

Solution  graphique  (Ep.  64).  Par  différents  points  1,  2,  3,  4 
de  la  courbe  donnée,  on  mèue  des  droites  parallèles  aux  généra- 
trices du  cylindre.  L'ensemble  des  premières  traces  de  ces  généra- 
trices sera  la  base  du  cylindre  auxiliaire.  Cette  base  rencontre  celle 
du  cylindre  proposé  aux  points  «  et  3,  traces  sur  P^  des  génératrices 
suivant  lesquelles  les  deux  cylindres  se  coupent.  Ces  génératrices 
coupent  la  ligne  donnée  aux  points  A  et  B  qui  appartiennent  à  la 
ligne  et  au  cylindre. 

122.  Cas  particuliers.  I.  La  ligne  donnée  est  une  cireon/éreace 
de  cercle  parallèle  à  Pi. 

La  base  du  cylindre  auxiliaire  est  une  circonférence  de  cercle 
de  même  rayon  que  celui  de  la  courbe  proposée,  et  dont  le  centre 
est  la  trace  sur  Pj  de  la  ligue  des  centres  du  cylindre  auxiliaire  (30). 

IL  La  ligne  proposée  est  une  droite. 

Le  cylindre  auxiliaire  se  réduit  à  un  plan  parallèle  aux  généra- 
trices du  cylindre  donné. 
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III.  Le  cylindre  est  perpendiculaire  à  l'un  des  plans  de  projection. 

Si  le  cylindre  est  perpendiculaire  à  Pj  ou  à  Pj,  les  points  de 
rencontre  de  la  ligne  donnée  avec  le  cylindre  se  projettent  sur  ces 
plans  sur  la  première  ou  sur  la  seconde  trace  du  cylindre. 

123.  Problème  III.  Construire  les  points  de  rencontre  d^une 
ligne  quelconque  avec  une  surface  conique. 

Solution  dans  l'espaee.  La  ligne  donnée  sera  prise  pour  direc- 
trice d'une  surfcice  conique  auxiliaire  de  même  sommet  que  le  cône 
proposé.  Ce  cône  auxiliaire  coupe  la  surface  donnée  suivant  une  ou 
plusieurs  génératrices.  Les  points  de  rencontre  de  ces  génératrices 
avec  la  ligne  donnée  sont  les  points  d'intersection  de  celle-ci  avec 
le  cône. 

Solution  graphique  (Ep.  65).  Par  les  points  1,  2,  3,  4  de  la 
ligne  donnée,  menons  des  droites  qui  passent  par  le  sommet  s  du 
cône.  L'ensemble  des  premières  traces  de  ces  lignes  constitue  la 
base  du  cône  auxiliaire.  Cette  base  coupe  la  base  du  cône  proposé 
aux  points  a  et  ?,  traces  sur  P»  des  génératrices  communes  aux  deux 
surfaces.  Celles-ci  coupent  la  ligne  donnée  aux  points  A  et  B,  points 
de  rencontre  de  cette  ligne  avec  la  surface  conique  proposée. 

Le  problème  admet  autant  de  solutions  que  les  bases  des  cônes 
ont  des  points  de  contact  ou  d'intersection. 

124.  Cas  particuliers.  \.  La  ligi.e  donnée  est  une  circonférence 
de  cercle  parallèle  à  V^. 

La  base  du  cône  auxiliaire  est  une  circonférence  de  cercle  dont 
le  centre  est  la  trace  de  même  nom  de  la  ligne  qui  unit  le  sommet 
du  cône  au  centre  de  la  circonférence  de  cercle  proposée,  etc.  (36). 

11.  La  ligne  proposée  est  une  droite. 

Le  cône  auxiliaire  se  réduit  à  un  plan  passant  par  la  droite  et 
par  le  sommet  du  cône  donné. 


Chapitre  VIII. 


Hélicoïde  développable. 


125.  L'hélicoïde  développahle  est  le  lieu  des  taiigentes  à  une  hélice. 
Cette  surface  e%i  développahle  (21)\  oWe,  est  composée  de  deux 

nappes  séparées  par  l'hélice  directrice  qui  est  Varête  de  relroussement. 

On  peut  considérer  cette  surface  comme  engendrée  de  deux 
manières  : 

.  P  Par  une  droite  qui  glisse  sur  Vhélice  en  lui  restant  constamment 
tangente. 

IP  Par  une  droite  qui  roule,  sans  glisser,  sur  V hélice  en  lui  res- 
tant tangente,  tous  les  points  de  la  droite  devenant  successivement  des 
points  de  contact. 

126.  Représentation  graphique.  L'hélicoïde  est  suffisamment 
représenté  par  les  deux  projections  de  son  hélice  directrice  et  celles 
d'un  certain  nombre  de  ses  génératrices. 

Ces  dernières  se  construisent  comme  au  paragraphe  44. 

Supposons  l'hélicoïde  limité  à  deux  plans  normaux  au  cylindre 
qui  porte  l'hélice  directrice  et  passant  par  les  extrémités  d'une  spire; 
le  plan  inférieure  étant  le  plan  Pi, 

On  démontrera  (129)  que  l'ensemble  des  traces  des  génératrices 
sur  Pi  est  une  développante  du  cercle  de  la  base  du  cylindre,  et  que 
l'ensemble  des  traces  des  génératrices  sur  le  plan  supérieur  est  éga- 
lement une  développante  du  cercle  de  la  base  supérieure. 

On  construit  12  génératrices  de  l'hélicoïde,  12  tangentes  à 
l'hélice  également  espacées  sur  cette  courbe  et  se  projetant  par 
suite  sur  Pi  et  le  plan  supérieur  suivant  des  tangentes  aux  cercles 
des  bases  aux  12  points  de  division  de  ceux-ci. 
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Projections  de  Thélicoïde.  L'épure  montre  que  les  dévelop- 
pantes projetées  sur  Pj  donnent  deux  courbes  symétriques. 

En  projetant  les  traces  inférieures  et  supérieures  des  génératrices 
sur  P2  et  en  unissant  les  points  ainsi  projetés  qui  appartiennent  à 
une  même  génératrice,  on  aura  les  projections  sur  Pg  des  généra- 
trices, dont  l'ensemble  figure  assez  bien  le  relief  de  l'hélicoïde. 

Contours  apparents.  Sur  Pi,  le  contour  apparent  est  limité 
par  la  développante  supérieure,  entièrement  visible,  et  une  partie 
de  la  développante  inférieure.  La  limite  intérieure  est  formée  par  la 
projection  de  l'arête  de  rebroussement ,  la  base  du  cylindre  de 
Tiiélice. 

Sur  Pj,  le  contour  apparent  est  formé  par  les  génératrices 
parallèles  à  Pg  et  les  projections  des  deux  bases. 

En  effet,  un  point  quelconque,  qui  a  au  moins  une  de  ses  pro- 
jections en  dehors  de  ce  contour,  n'appartient  plus  à  la  surface.  Il 
sera  impossible  de  mener,  par  ce  point,  une  droite  se  projetant  sur 
Pj  suivant  une  tangente  à  la  base  du  cylindre  de  l'hélice,  aboutis- 
sant aux  deux  traces  de  la  surface  et  ayant  la  longueur  des  généra- 
trices; ce  point  n'est  donc  pas  sur  une  génératrice,  donc  en  dehors 
de  la  surface. 

!•*.  Tracé  graphique  de  l'épure.  —  Eléments  visibles  et  cachés.  — 
Notations. 

Première  projection.  —  Eléments  visibles.  La  projection  de  la  trace  supé- 
rieure. 

Les  parties  des  génératrices  de  la  nappe  supérieure,  depuis  la  trace  supé- 
rieure jusqu'à  l'arête  de  rebroussement  qui,  en  projection  sur  P,,  est, le  cercle 
de  la  base  du  cylindre. 

La  première  trace  de  la  surface  et  les  génératrices  de  la  nappe  inférieure, 
aussi  longtemps  qu'elles  ne  sont  pas  cachées  par  la  nappe  supérieure. 

Seconde  projection.  Sont  visibles  :  les  génératrices  7,  8,  9,  10,  11,  12,  13  de 
la  nappe  inférieure,  depuis  l'axe  de  projection  jusqu'à  la  génératrice  G"^"  du 
contour  apparent. 

Les  génératrices  1,,  2i,  3i,  4,,  5,,  6,  7,,  depuis  la  base  supérieure  jusqu'à 
la  génératrice  du  contour  apparent  ;  ces  génératrices  appartiennent  à  la  nappe 
supérieure  de  l'hélicoïde. 

Notations.  Les  éléments  visibles  sont  tracés  en  trait  plein  continu,  lors- 
qu'il s'agit  de  données  ou  d'un  résultat. 
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Les  éléments  cachés  sont  marqués  eri  ponctué,  lorsqu'ils  sont  dès  données 
èîi  ïê  résultat  d'un  problème. 

f  *8.  Construire  cette  surface  en  relief. 

Sur  deux  plateaux,  en  carton  ou  en  linc,  on  trace  ube  développante  du 
cercle  de  la  base  du  cylindre.  La  base  a  été  chaque  fois  divisée  en  un  même 
nombre  de  parties  égales  et  l'on  a  marqué,  sur  les  développantes,  les  traces  des 
génératrices  correspondantes.  On  maintiendra  ces  plateaux  fixes  et  parallèles 
à  l'aide  de  tringles  de  manière  que  leur  ècartefnent  soit  égal  au  pas  de  l'hélice 
éi  que  les  deux  développantes  soient  symétriques,  c'est-à-dire  que  leurs  origines 
se  trouvent  sûr  une  normale  aux  deux  plateaux.  Des  fils  de  soie  tendus  sont  pas- 
sés par  les  points  correspondants  des  génératrices  et  forment  par  leur  ensemble 
l'hélicoïde  développable. 

L'intersection  des  fils  consécutifs  formera  l'hélice  directrice  qui  est  en 
même  temps  arête  de  rebroussement.  courbe  bien  visible  si  les  deux  plateaux 
sont  évidés  suivant  la  base  du  cylindre  et  que  l'on  regarde  l'intérieur  de  celui-ci. 

129.  Propriétés  de  l'hélicoïde  développable.  —  Supposons 
l'hélice  directrice  tracée  sur  un  cylindre  droit  et  de  révolution,  et 
rhélicoïde  compris  entre  deux  plans  de  section  droite  de  ce  cylindre 
nienés  par  les  extrén^ités  d'une  spire  ;  l'un  des  plans  se  confondant 
avec  Pj,  le  plan  de  la  base  du  cylindre. 

Du  double  mode  de  génératrice  de  l'Iiélicbîde,  nouW  pouvoiis 
déduire  quelques  propriétés. 

I.  —  Supposons  que  la  génératrice  menée  par  Peitrêiaiîte  supé- 
rieure de  la  spire  roule  sans  glisser  sur  l'hélice.  Cette  génératrice 
aura  même  longueur  que  l'hélice  et  se  projette  sur  Pj,  dans  toutèfS 
ses  positibEs,  suivant  uûô'  tangeùte  à  la  base  du  cylihUre.  tlë  ^%\Â, 
sùpëriëtii'  à  se  détàôhe  dé  l'hélice,  s'écarte  toujours  du  cylindre, 
reste  à  la  même  hauteur  au-dessus  de  P^  et  décrit  par  conséquent 
Tttië  courbé  plane  se  projetant  sûr  P^  suivant  sa  vraie  forme.  Or, 
pbuV  dhaquï!  position  dé'  cette  génératrice,  là  sous-tanèéfltè  étant 
égale  à  l'abscisse  curviligne  (44),  le  lieu  des  projections  4'  de  a  sei-à 
une  développante  du  cercle  de  Ia~  ba^e  du  cylindïe.  lié'iioiM'^  aura 
donc  décrit  ime  telle  courbe. 

Cette  démonstration  s'applique  à  un  point  qtfelcdnquè"  de  là 
génératrice^ 

Donc,  toîctpoïkf  âb  la  génératrice  décrit  én'é  dSvélo^kW  du' cèHÎ^ 
de  section  droite  du  cylindre  qui  porte  Vhélice. 

1- 
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De  cette  propriété,  on  déduit  : 

I.  —  Qu'?  toute  section,  plane  normale  à  Vaxe  du  cylindre  de  l'hélice 
est  une  développante  de  la  section  droite  de  ce  cylindre  ; 

II.  —  Que  les  traces  de  Vhélicoïde  sur  les  plans  des  hases  de  ce 
cylindre  sont  des  développantes  des  cercles  de  ces  lases. 

II.  —  Su:)|)nsoiis  actuellemint  que  la  génératrice  glisse  sur  Thé- 
lice  en  lui  restant  cxustaniment  tangente. 

Le  poi  t  d(^  Contact  reste  le  même  sur  la  génératrice;  il  décrit 
l'hélict'  direc;rice  et.  dans  ce  m(  u-ement,  l'espace  angulaire  décrit 
p;ir  ce  point  est  proportionnel  à  sou  déplacement  rectiligne  parallèle 
à  l'axe  du  cylindre  sur  lequel  Thélice  est  tracée.  C'est-à-dire,  si  ce 

point  est  descendu  de  i/ie,  2/16,  3/16, le/ie  de  la  longueur  du  pas 

de  l'hélice  vers  le  plan  de  la  base  du  cylindre,  il  se  trouvera  avoir 
fait  en  même  temps  i^ie,  2/16,  3/16,...  is/ie  de  fois  le  tour  du  cylindre. 

Un  point  quelconque  h  de  la  génératrice  reste  toujours  à  la 
même  distance  de  l'axe  du  cylindre,  car  sa  distance  le  au  point  de 
contact  c  ne  changeant  pas,  sa  projection  sur  Pi  sera  à  l'extrémité 
de  la  sous-tangente  a!V  qui  a  pour  chaque  nouvelle  position  de  le 
même  longueur,  donc  le  lieu  des  points  V  est  une  circonférence  de 
cercle  concentrique  avec  celle  de  la  base  du  cylindre. 

Le  point  l  se  meut  donc  sur  un  cylindre  concentrique  avec  celui 
sur  lequel  l'hélice  est  tracée.  Comme  son  mouvement  est  le  même 
que  celui  de  c  auquel  il  est  invariablement  lié,  nous  voyons  :  Qyi^un 
point  quelconque  de  la  génératrice  décrit  une  hélice  de  même  pas  que 
celui  de  V hélice  directrice  et  se  trouvant  sur  un  cylindre  concentrique 
atec  celui  de  Vhélice  directrice. 

De  là,  nous  dé  luisons  que  la  section  faite  dans  un  hélicoïde 
développalle  par  un  cylindre  concentrique  avec  celui  de  l'hélice  directrice 
est  Une  hélice  de  même  pas  que  celui  de  Vhélice  directrice. 
130.  Développement  de  Thélicoïde. 

I.  On  peut  considérer  cette  surface  comme  formée  d'une  série 
de  triangles  juxtaposés. 

En  eifet,  en  partageant  sa  trace  sur  V^  en  un  certain  nombre  de 
petits  arcs  que  l'on  pourra  confondre  avec  leurs  cordes,  les  secteurs 
de  la  surface  qui  correspondent  à  ces  arcs,  peuvent  être  assimilés  à 
des  triangles  dont  on  construira  les  trois  côtés. 
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En  juxtaposant,  sur  un  plan,  tous  ces  triangles,  en  faisant  tou- 
tefois attention  que  le  côté  de  l'un  des  triangles  coïncide,  quant  à  la 
direction,  avec  le  côté  de  son  voisin,  on  aura  la  figure  qui  formera 
le  développement  de  l'hélicoïde. 

On  démontre  (*)  que  les  hélices  tracées  sur  Vhélicoïde  développalle 
ont  pour  transformées,  sur  le  développement  de  la  surface,  des  arcs  de 
des  concentriques. 

Cette  propriété  fournit  une  nouvelle  manière  de  développer  la 
surface ,  méthode  de  beaucoup  plus  favorable  et  exacte  que  celle 
exposée  précédemment  et  qui  évite  toutes  les  erreurs  dont  la  pre- 
mière est  entachée. 

131.  Plan  tangent  à  Thélicoïde  développable. 

Soit  à  mener  le  plan  tangent  au  point  a  de  la  génératrice  2  2i 
(Ep.  66).  Le  plan  tangent  étant  tangent  tout  le  long  de  la  généra- 
trice touchée,  sa  trace  sur  Pj  sera  tangente  en  2'  à  la  première  trace 
de  la  surface,  donc  à  la  développante  du  cercle  I,  II...  et  sa  trace 
sur  le  plan  supérieur  tangente  en  2^  à  la  développante  supérieure. 
Or,  la  droite  2''2\  est  une  tangente  à  la  développée,  le  cercle  de  la 
base  du  cylindre  droit,  donc  elle  est  normale  en  2'  à  la  développante 
de  ce  cercle.  La  première  trace  du  plan  tangent  est  donc  normale 
en  2'  à  la  première  projection  de  la  génératrice  touchée.  La  trace 
supérieure  se  projette  sur  Pj  suivant  une  normale  en  2\  à  2'2'i. 
Ayant  une  droite,  la  génératrice  touchée,  et  la  première  trace  du 
plan  tangent,  celui-ci  est  déterminé. 


(')  Leroy,  Traité  de  Géométrie  descriptive. 


LlYRE  III 


SURFACES  DE  RÉVOLUTION 


Chapitre  premier, 


Considérations  générales. 


j  32.  Génération.  -  Définitions.  Une  surface  de  révolution  est 
engendrée  par  mie  lig.e  qui  tourne  autour  d'une  droite  fixe,  appelée.^ 
axe,  de  manière  qu'à  chaque  instant  du  mouvement,  la  distance  d'un 
point  quelconque  de  cette  ligne  à  Vaxe  ne  change  pas. 

Dans  ce  mouvement  de  rotation,  la  ligne  mobile,  plane  ou 
gauche,  est  invariable  de  forme  et  de  grandeur. 

La  ligne  mobile  est  la  génératrice  de  la  surface  de  révolution. 

Un  point  quelconque  de  la  génératrice  décrit  une  circonférence 
de  cercle,  dont  le  plan  est  perpendiculaire  à  l'axe,  dont  le  centre 
est  sur  l'axe,  et  dont  le  rayon  est  la  distance  de  ce  point  à  l'axe. 

La  circonférence  de  cercle  engendrée  par  un  point  quelconque 
de  la  génératrice  est  un  'parallèle  de  la  surface. 

Le  plus  grand  parallèle  s'appelle  équateur,  le  plus  petit  prend 
le  nom  de  cercle  de  gorge. 
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Ces  définitions  ne  s'appliquent  toutefois  pas  aux  parallèles 
ayant  un  rayon  infiniment  grand  ou  nul. 

Un  plan  qui  passe  par  l'axe  d'une  surface  de  révolution  est  un 
flan  méridien  de  cette  surface.  Il  coupe  celle-^ci  suivant  une  courbe^ 
appelée  méridien  ou  çourie  méridienne. 

Le  plan  méridien  principal  est  parallèle  à  P,  ;  il  coupe  la  surface 
suivant  la  méridienne  principale. 

133.  Propriétés.  I.  —  Tout  'plan  perpendiculaire  à  Vaxe  coupfi. 
la  surface  suivant  un  parallèle. 

II.  —  Tout  plan  passant  par  Vaisse  coupe  la  surface  suivant  un 
méridien. 

III.  — .  Tous  les  méridiens  sont  égaux  entre  eux  et  chacun  rencontre 
tous  les  parallèles. 

En  effet,  la  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme 
l'ensemble  des  parallèles  engendrés  par  les  différents  points  de  la 
génératrice. 

Le  plan  méridien  coupe  toutes  ces  circonférences  en  des  points 
ayant  pour  distances  à  l'axe  les  rayoQS  de  ces  courbes.  Le  méridipn 
est  donc  une  courbe  qui  a  pour  ordonnées  de  ses  points  les  rayons 
des  parallèles  et  pour  abscisses  les  distances  des  parallèles,  comp- 
tées sur  l'axe  de  rotation. 

Ces  coordonnées  ne  changeant  avec  aucun  des  plans,  méridiens, 
il  est  évident  que  la  méridienne  est  la  même  pour  tous  les  plans, 
méridiens. 

IV.  —  On  peut  prendre  pour  génératrice  d'une  surface  de  révolu-:; 
tion  une  courbe  quelconque  tracée  sur  la  surface  et  rencontrant  tous 
ses  parallèles. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  les  parallèles 
engendrent,  en  effet,  ces  mêmes  parallèles  lorsque  la  courbe  tourne 
autour  de  l'axe. 

V.  —  Un  méridien  quelconque  de  la  surface  de  révolution  peut  être 
pris  pour  génératrice  de  cette  surface. 

134.  Représentation  graphique.  Pour  simplifier  les  opéra- 
tions graphiques,  nous  supposons  l'axe  perpendiculaire  à  Pj.  Chaque 
parallèle  se  projette  sur  Pj  suivant  une  perpendiculaire ,  à  j'aa:^,  et 
sur  Pj  suivant  sa  vraie  grandeur. 
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Un  méridien  quelconque  se  projette  sur  Pj  suivant  une  droite 
passant  par  la  première  trace  de  l'axe. 

135.  Une  surface  de  révolution  est  suffisamment  représentée  quand 
on  donne  les  deux  projections  de  Vaxe  et  de  la  génératrice. 

En  effet,  un  point  quelconque  a  de  la  génératrice  décrit  un 
parallèle,  se  projetant  sur  Pg  suivant  une  parallèle  à  l'axe  de  pro- 
jection passant  par  a'\  et  sur  Pj  suivant  une  circonférence  de  cercle, 
ayant  la  trace  de  l'axe  pour  centre,  et  la  distance  de  celte  trace  à  a' 
pour  rayon.  Un  tel  parallèle  est  donc  déterminé. 

Tous  les  parallèles  sont  donc  déterminés  et  par  suite  leur  en- 
semble, la  surface  de  révolution,  l'est  également. 

Le  méridien  principal  est  ordinairement  pris  pour  génératrice 
de  la  surface.  Si,  cependant,  la  génératrice  était  une  ligne  quel- 
conque de  la  surface,  on  peut  construire  facilement  le  méridien 
principal  à  l'aide  du  problème  suivant. 

136.  Problème.  Uyie  surface  de  révolution  étant  représentée  par 
son  axe  et  sa  génératrice,  construire  son  méridien  principal. 

On  prend  (Fig.  67),  sur  la  génératrice,  une  suite  de  points  a,  b, 
c,  d,  etc.  par  lesquels  passent  des  parallèles  dont  on  construit  les  deux 
projections.  Les  points  de  rencontre  a,  p,r,  8..  de  ces  parallèles  avec 
le  plan  méridien  principal  sont  des  points  du  méridien  principal. 

137.  Contours  apparents.  Les  contours  apparents  de  la  sur- 
face sur  Pj  et  Pg  étant  les  limites  des  projections  de  cette  surface 
sur  ces  plans,  nous  voyons  que,  sur  Pg,  U  contour  apparent  est  formé 
far  la  seconde  projection  du  méridien/. 

Sur  P,,  le  contour  apparent  sera  la  projection  sur  ce  plan  de 
Véquateur  ou  du  cercle  de  gorge. 

En  effet,  tout  point  a  ayant  sa  projection  a'  en  dehors  de  la 
seconde  projection  du  méridien  principal  n'appartient  plus  à  la  sur- 
face ;  ce  point  a  engendre,  en  effet,  un  parallèle  qui  ne  rencontre 
pas  la  méridienne  principale  et  qui  n'est  donc  pas  sur  la  surface. 

De  même,  tout  point  J,  dont  la  projection  V  est  en  dehors  de  la 
projection  de  l'équateur  ou  à  l'intérieur  de  celle  du  cercle  de  gorge 
décrira,  en  tournant  autour  de  Taxe,  un  parallèle  plus  grand  que 
l'équateur  ou  plus  petit  que  le  cercle  de  gorge  et  ne  peut  appartenir 
à  la  surface. 
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La  seconde  projection  du  méridien  principal  et  la  première 
projection  de  l'équateur  ou  du  cercle  de  gorge  limitent  donc  les  pro- 
jections de  la  surface  de  révolution  sur  Pj  et  Pj,  et  en  sont  par  con- 
séquent les  contours  apparents. 

139.  Eléments  visibles  et  cachés.  —  Tracé  des  épnres.  —  liotations. 

Première  projection.  Tous  les  points  situés  au-dessus  de  l'équateur 
pour  la  partie  convexe  et  au-desi'us  du  cercle  de  gorge  pour  la  partie  creuse  ou 
concave  d'une  surface  de  révolution  sont  visibles  (««)  et  ont  des  projections  sur 
Pj  visibles. 

Ces  points  se  projetant  sur  Pj  au-dessus  de  l'équateur,  ou  au-dessus  du 
cercle  de  gorge,  on  voit  que  toits  les  points  qui  se  projettent  sur  Pj  au-dessus 
de  téquateur  ou  au-dessus  du  cercle  de  gorge  ont  des  projections  visibles  sur  P^. 

Tout  autre  point  de  la  seconde  projection  a  une  première  projection  cachée. 

L'équateur  ou  le  cercle  de  gorge  sont  entièrement  visibles. 

Une  ligne  tracée  sur  la  surface  et  considérée  comme  donnée  ou  comme 
résultat  peut  avoir  une  branche  visible  et  une  autre  cachée. 

L'ensemble  des  points  visibles  constitue  la  branche  visible  de  la  courbe  ; 
la  branche  cachée  est  formée  de  la  réunion  des  points  cachés. 

La  branche  visible  se  trace  en  trait  plein;  la  branche  cachée  aura  la  nota- 
tion du  ponctué. 

Seconde  projection.  Tous  les  points  de  la  surface  situés  en  avant  du 
méridien  principal  sont  visibles,  eu  égard  à  la  position  particulière  de  l'œil  du 
spectateur  et  à  la  définition  du  contour  apparent  (««). 

Comme  tous  ces  points  se  projettent  sur  P,  en  dessous  de  la  première  trace 
du  plan  méridien  principal,  on  peut  dire  : 

Que  tout  point  dont  la  projection  sur  P,  est  en-dessous  du  diamètre  de 
l'équateur  parallèle  à  taxe  de  projection,  a  sa  seconde  projection  visible. 

A  tout  autre  point  de  la  première  projection  de  la  surface  correspond  une 
projection  verticale  cachée. 

Le  méridien  principal  sépare  les  points  visibles  de  ceux  qui  sont  cachés  ; 
il  est  lui-même  entièrement  visible. 


Problèmes. 


139.  Problème  I.  Etant  donnée  la  première  projection  d'un  pa- 
rallèle d'une  surface  de  révolution,  trouver  sa  seconde  projection. 

Le  parallèle  rencontre  le  plan  du  méridien  principal  en  deux 
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points  qui  se  projettent  sur  Pj  en  M'  et  M'i  (Ep.  68).  Ces  points  se 
projettent  sur  Pg  en  M"  et  M"i  sur  la  seconde  projection  de  la 
méridienne  principale  qui  est  donnée. 

140.  Problème  II.  Etant  donnée  la  première  projecti&ii  d'un 
point  a  d'une  surface  de  révolution,  trouver  la  projection  de  ce  point 
iur  Pj. 

Le  point  a  (Ep.  69),  en  tournant  autour  de  l'axe,  engendre  un 
parallèle  d'un  rayon  égal  à  a'O'.  Les  deux  projections  de  ce  paral- 
lèle sont  donc  facilement  construites;  A"  sera  sur  la  seconde  pro- 
j;ection  du  parallèle. 

Suivant  la  nature  du  méridien  principal,  plusieurs  parallèles 
peuvent  avoir  une  seule  et  même  projection  sur  Pi  ;  il  en  résulte  qu'à 
la  projection  a'  peuvent  correspondre  plusieurs  points  de  la  surface. 

141.  Problème  III.  Etant  donnée  la  première  projection  d'un 
méridien  autre  que  le  méridien  principal,  trouver  la  seconde  projection 
de  cette  courbe. 

Sur  lapreraière  projection  du  méridien  donné  (Ep.  70),  prenons 
plusieurs  points  a',  V,  d,  d\  e\f\  dont  nous  construirons  les  projec- 
tions sUr  Pj.  L'ensemble  des  points  obtenus  sera  partie  visible  de  la 
seconde  projection  du  méridien.  Là  branche  cachée  se  construit  de 
la  même  manière. 

142.  Second  mode  de  génération  des  surfaces  de  rév9- 
UitiOUi  —  Le  méridien-  principal  d  une  surface  dé  révolutiort  pouvant 
être  pris  pour  générati'icë,  la  surface  peut  être  considérée  cbiilrilô 
ftirrùéé  de  l'ensemble  des  circonférences  décrites  par  tous  les  points 
du  méridien  principal  lorsque  celui-ci  tourne  autour  de  l'axe  dé 
la  surface. 

Ces  circonférences  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à  l'axe 
de  rotation,  ayant  leurs  centres  sur  cet  axe  et  pour  rayons  les  dis- 
tances des  points  générateurs  de  la  méridienne  principale  à  l'axe, 
nous  voyons  que  la  surface  de  révolution  peut  être  considérée  comme 
engendrée  par  une  circonférence  de  cercle  qui  se  déplace  de  manière 
que  s&n  plan  reste  toujours  perpendiculaire  à  unnf  droite  Jxé,  que  son 
centre  se  déplace  sur  cet  axe,  et  qu'elle  s'appuie  en  deux  points  sur  ufié 
côitrbe  plane  dent  le  plan  passe"  par  faxe. 
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Dans  ce  mouvement  de  la  circonférence  génératrice,  les  rayons 
sont  les  perpendiculaires  abaissées  de  ses  points  de  rencontre  avec 
la  directrice  sur  l'axe  de  la  surface. 

La  plus  grande  perpendiculaire  sera  le  rayon  de  l'équateur  et 
la  plus  petite  celui  du  cercle  de  gorge. 


Propriétés  du  plan  tangent. 


143.  Le  flan  tangent  à  une  surface  de  révolution  est  perpendicu- 
laire au  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

Soit  M  (Fig.  71)  le  point  de  contact  du  plan  tangent.  Celui-ci 
est  déterminé  par  les  tangentes  MB  et  MA,  respectivement  au  méri- 
dien et  au  parallèle  passant  par  M. 

Or,  la  tangente  AM  est  perpendiculaire  au  rayon  OM  du  paral- 
lèle, AM  est  donc  une  droite  située  dans  une  des  faces  du  dièdre 
droit  BOMA  et  perpendiculaire  à  l'arête  OM  de  ce  dièdre  ;  elle  est 
donc  perpendiculaire  à  l'autre  face  et  par  suite  le  plan  tangent, 
mené  suivant  AM,  est  lui-même  perpendiculaire  à  la  face  BOM, 
c'est-à-dire  au  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

144.  Cas  particulier.  Si  l'axe  de  la  surface  de  révolution  est 
perpendiculaire  à  Pj,  la  première  trace  du  plan  tangent  est  perpen- 
diculaire à  la  première  trace  du  méridien  qui  passe  par  le  point 
de  contact. 

Si  M  (Fig.  72)  est  le  point  de  contact  du  plan  tangent,  MR  la 
tangente  au  méridien  qui  passe  par  M,  PQ  la  première  trace  du 
méridien  et  QS  la  trace  de  même  nom  du  plan  tangent,  QS  sera 
perpendiculaire  à  PQ. 

En  effet,  le  plan  P^  ainsi  que  le  plan  tangent  étant,  dans  ce  cas 
particulier,  perpendiculaires  au  méridien  PQR,  leur  intersection  QS 
sera  perpendiculaire  à  ce  plan,  donc  à  toute  droite  passant  par  son 
pied  Q  dans  ce  plan,  donc  à  PQ. 

145.  Normale.  La  normale  au  plan  tangent  en  son  point  de  con- 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  8 


l 
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tact  M,  est  située  dans  le  plan  méridien  qui  passe  par  M.  Cette  normale 
rencontre  l'axe  de  rotation. 

Toutes  les  normales  à  la  surface  de  révolution  menées  par  les 
points  d'un  même  parallèle  rencontrent  l'axe  au  même  point. 

L'ensemble  de  ces  normales  est  un  cône  de  révolution  ayant  le 
parallèle  pour  directrice  et  l'axe  de  la  surface  pour  ligne  des  centres. 

Ce  cône  devient  wn  plan,  si  le  parallèle  est  l'équateur  ou  le 
cercle  de  gorge. 


Chapitre   IL 


Surfaces  de  révolution  particulières. 


Parmi  les  surfaces  de  révolution,  les  plus  importantes  sont 

La  surface  anhulaire,  le  tore; 

Les  surfaces  de  rctolution  du  second  degré. 


Surface  annulaire.  —  Tore. 


146.  Génération.  —  Propriétés  principales.  —  Le  tore  est 
engendré  par  une  circonférence  de  cercle  qui  tourne  autour  d'un  axe 
situé  dans  ton  plan  mais  en  dehors  de  la  courbe. 

La  courte  inéridienne  principale  est  donc  formée  de  deux  circon- 
férences de  cerclés  égales  et  symétriques  par  rapport  à  l'axe  de 
rotation. 

Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  coupe  le  tore  suivant  deux 
circonférences  concentriques,  à  l'exception  de  deux  plans  qui  ne 
fournissent  chacun  qu'une  seule  circonférence. 

Le  plan  normal  à  l'axe  mené  par  les  centres  des  courbes  méri- 
diennes coupe  le  tore  suivant  Véquateur  et  le  cercle  de  gorge,  qui 
forment  \q  premier  contour  apparent  de  cette  surface. 

Le  contour  apparent  sur  Pg  est  formé  par  deux  demi-circonfé- 
rences et  leurs  tangentes  extérieures  parallèles  à  l'axe  de  projection. 

Nous  rencontrerons  quelques  propriétés  importantes  du  tore 
lorsque  nous  en  étudierons  les  sections  planes  et  le  plan  tangent. 
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Surfaces  de  révolution  du  second  degré. 


147.  Génération.  V  Cas.  —  La  génératrice  est  une  courbe  du 
second  degré. 

Une  surface  de  révolution  du  second  degré  est  engendrée  par 
une  courbe  du  second  degré  tournant  autour  de  l'un  de  ses  axes. 

ellipsoïde  de  révolution.  L'ellipse,  prise  pour  génératrice,  en- 
gendre un  ellipsoïde  de  révolution. 

L'ellipsoïde  est  dit  surhaussé  ou  surlaissé,  suivant  que  l'ellipse 
génératrice  tourne  autour  de  son  petit  axe  ou  autour  de  son 
grand  axe. 

Si  l'ellipse  génératrice  se  réduit  à  une  circonférence  de  cercle, 
l'ellipsoïde  devient  une  sphère. 

L'hyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe  est  engendré  par  une 
hyperbole  tournant  autour  de  son  axe  imaginaire. 

Si  l'hyperbole  tourne  autour  de  son  axe  réel,  elle  engendre 
l'hyperloloïde  de  révolution  à  deux  nappes. 

Paraloloïde  de  révolution.  La  parabole  prise  pour  génératrice 
engendre,  en  tournant  autour  de  sou  axe,  la  surface  du  second  degré 
2i^-çQ\ée  paraloloïde  de  révolution. 

Ces  quatre  surfaces  jouissent  des  propriétés  qui  caractérisent 
les  surfaces  du  second  degré  et  les  surfaces  de  révolution. 

148.  Génération.  2*^  Cas.  —  La  génératrice  est  une  droite. 
Une  droite  non   perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  engendre 

une  surface  de  révolution  du  second  degré. 

Si  la  droite  est  perpendiculaire  à  l  axe,  la  surface  devient  Mwplan. 

Si  la  droite  est  parallèle  à  Vaxe,  la  surface  engendrée  est  un 
cylindre  de  révolution. 

Si  la  droite  coupe  Vaxe,  la  surface  engendrée  est  un  cône  de 
révolution. 

Si  enfin  la  droite  génératrice  croise  Vaxe,  la  surface  engendrée 
est  un  hyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe. 
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Hyperbo'tloïde  de  révolution  à  nue  nappe. 


149.  Génération.  —  L'yperloloïde  de  révolution  à  une  nappe  est 
engendré  par  une  droite  qui  tourne  autour  d'une  autre  droite  fixe, 
qu'elle  ne  rencontre  pas  et  à  laquelle  elle  n'est  'pas  parallèle. 

150.  Propriétés  principales.  —  Propriété  I.  Cette  surface 
admet  une  cercU  de  gorge  mais  pas  diéquateur,  la  droite  génératrice 
étant  prolongée  jusqu'à  l'infini. 

Propriété  II.  La  méridienne  principale  est  une  hyperlole  et  Vaxe 
de  rotation  en  est  Vaxe  imaginaire. 

Soit  (Fig.  73)  YOX  le  plan  du  méridien  principal.  La  généra- 
trice, en  tournant  autour  de  l'axe,  aura  successivement  tous  ses 
points  dans  ce  plan.  Si  chacun  de  ces  points  y  laissait  une  trace,  le 
lieu  géométrique  de  ces  dernières  serait  la  méridienne  principale. 

Soit  A  une  quelconque  de  ces  traces.  Le  triangle  ABC  nous 
donne  :  AC'=AB^  tangua. 

Dans  le  triangle  OBC  on  a  :  B(J^=ÔU"^  — ÔBl 

Si  nous  posons  kC=y  et  OC  — ;z;^  nous  aurons 
y2-:2;-'tg2a=-R-tg2a. 

L'équation  du  lieu  géométrique  des  points  A  est  donc  celle 
d'une  hyperbole  dont  OY  est  l'axe  imaginaire. 

Construction  graphique  de  la  méridienne  principale.  Chaque  point 
de  la  droite  mobile  décrit  un  parallèle  ;  la  rencontre  de  ce  parallèle 
avec  le  plan  du  méridien  principal  donne  deux  points  de  la  méri- 
dienne principale. 

Propriété  III.  Comme  tout  plan  mériilien  peut  être  pris  pour 
méridien  principal,  il  en  résulte,  que  toutes  les  courbes  méridiennes 
sont  des  hyperboles  ayant  l'axe  de  rotation  pour  axe  imaginaire. 

L'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  engendré  par  une 
droite  tournant  autour  d'une  autre  droite  fixe,  est  donc  identique 
avec  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  engendré  par  une 
hyperbole  tournant  autour  de  son  axe  imaginaire. 

Propriété  IV.  La  projection  d'une  génératrice  sur  le  cercle  de 
gorge  est  une  tangente  à  la  circonférence  de  ce  cercle. 
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Si  l'axe  de  rotation  est  normal  à  P,,  on  peut  dire  que  les  projec- 
tions des  génératrices  sur  Pj  sont  tangentes  à  la  projection  de  même  nom 
du  cercle  de  gorge. 

En  effet,  le  rayon  OB  (Fig  73),  mesurant  la  plus  courte  dis- 
tance de  l'axe  de  rotation  à  la  génératrice  AB,  sera  perpendiculaire 
à  cette  ligne. 

Ce  même  rayon  est  encore  perpendiculaire  à  la  ligne  BY'  parai-    . 
lèle  à  l'axe  OY,  donc  il  est  perpendiculaire  au  plan  Y9B,  par  consé-  M  ^^ 
quent  à  toute  droite  passant  par  son  pied  B  dans  ce  plan,  donc  à 
BC,  projection  de  la  génératrice  BA  sur  le  cercle  de  gorge. 

Si  l'axe  de  rotation  est  normal  à  Pj,  le  cercle  de  gorge  et  sa 
tangente  sont  parallèles  à  Pj,  la  projection  de  BC  sur  P^  sera  la  pre- 
mière projection  de  )iA  et  elle  sera  tangente  (56)  à  la  projection  de 
même  nom  du  cercle  de  gorge. 

Propriété  V.  Vhijierlolo'ide  de  révolution  à  une  nappe  admet  un 
second  mode  de  génération  rectiligne. 

La  génératrice  AB  (Fig.  74)  se  projette  sur  le  plan  du  cercle 
de  gorge  suivant  la  tangente  AD  et  fait,  avec  AD,  un  angle  a. 

Par  le  point  A  et  dans  le  plan  BAD,  menons  une  droite  AC 
faisant  le  même  angle  a  avec  le  prolongement  de  AD  et  se  projetant 
sur  la  tangente  AD  prolongée.  Cette  droite  ,  en  tournant  autour 
de  l'axe  OX,  engendre  la  même  surface  que  celle  engendrée  par  la 
ligne  AB. 

Il  suffira  de  prouver,  que  des  points  B  et  C  pris  sur  AC  et  AB, 
à  la  même  hauteur  au-dessus  du  cercle  de  gorge,  sont  à  des  dis- 
tances égales  FC  et  BF  de  l'axe  et  engendrent  par  suite  le  même 
parallèle. 

Or,  les  deux  triangles  rectangles  CAE  et  BAD,  ayant  les  côtés 
CE  et  BD  égaux  et  un  angle  «  égal,  sont  égaux.  Donc  AE  ^=  AD,  ce 
qui  entraine  1  "égalité  des  deux  obliques  OE  et  OD  et  par  suite  de 
CF  et  FB. 

Vliyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe  admet  donc  une  double 
génération  rectiligne  et,  par  conséquent,  deux  systèmes  de  génératrices 
rectilignes ,  faisant  toutes  le  même  angle  avec  leur  projection  sur  le 
cercle  de  gorge. 
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Par  chaque  point  du  cercle  de  gorge  passent  deux  droites  ou 
deux  génératrices  rectilignes  de  systèmes  différents,  l'une  faisant 
un  certain  angle  avec  sa  projection,  à  droite  de  ce  point,  et  l'autre 
le  même  angle  avec  sa  projection,  mais  à  gauche  du  point  commun 
aux  deux. 

On  prouvera  facilement  que,  si  d'un  point  pris  sur  une  généra- 
trice du  premier  système^  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan 
méridien  qui  passe  par  so?i  point  de  contact  avec  le  cercle  de  gorge,  et 
que  Cou  prolonge  cette  perpendiculaire  d^une  quantité  égale  à  elle-même, 
on  aboutit  à  une  génératrice  du  deuxième,  système. 

Les  deux  génératrices  de  systèmes  différents  passant  par  un 
même  point  A  du  cercle  de  gorge  se  projettent  suivant  une  même  ligne 
droite,  tangente  en  A  au  cercle  de  gorge. 

Propriété  VI,  Deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  ren- 
contrent toujours,  à  moins  d  avoir  leurs  points  de  contact  sur  le  cercle 
de  gorge  sur  un  même  diamètre  de  celui-ci. ^xi/uj  «^/'^A>w*a^  ^  ^^U\i/tiCiU-Uii.^- 

Sur  le  cercle  de  gorge  (Fig.  75),  prenons  deux  points  A  et  A'  et,  "  ****  **'***^*H" 
en  ces  points,  menons  les  tangentes  AE  et  A'E'  ;  elles  sont  les  pro- 
jections, sur  le  plan  du  cercle,  de  deux  génératrices  de  systèmes 
différents,  l'une  AB  et  l'autre  A'B'. 

Ces  deux  génératrices  se  rencontrent. 

En  effet,  elles  déterminent,  avec  leurs  projections,  deux  plans 
BAC  et  B'A'C  parallèles  à  l'axe  de  rotation.  Ces  deux  plans  se  ren- 
contrent suivant  CR,  parallèle  à  l'axe,  et  les  deux  génératrices  ren- 
contrent CR  en  D  et  D'. 

Or,  les  deux  triangles  rectangles  CAD  et  CA'D',  ayant  un  côté 
CA=CA'  et  un  angle  aigu  égal,  sont  égaux.  Donc  CD=CD'  et  les 
deux  génératrices  se  rencontrent. 

Remarque.  Si  les  deux  points  A  et  A'  sont  sur  un  même  dia- 
mètre, les  lignes  BA  et  B'A'  sont  parallèles  et  se  rencontrent  à  l'infini. 

Propriété  VII.  Si,  au  point  A',  on  construit  une  génératrice 
du  premier  système  A'B",  elle  rencontrera  la  ligne  CR,  mais  au-des- 
sus du  point  C,  et  cette  relation  a  toujours  lieu  quelque  rapprochées 
que  soient  les  deux  génératrices  de  même  système  AB  et  AB". 

Si  leurs  points  de  contact  A  et  A'  sont  sur  le  même  diamètre, 
ces  génératrices  se  croisent. 
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Donc  :  Deux  génératrices  quelcojiques ,  même  inflnîment  voisines, 
mais  de  même  système,  ne  se  rencontrent  jamais. 

Propriété  VIII.  De  la  propriété  précédente,  on  conclut  que 
l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  est  une  surface  gauche. 

Propriété  IX.  Tout  plan  qui  passe  par  une  génératrice  du  pre- 
mier système  coupe  la  surface  suiva.it  une  génératrice  du  second  système. 

On  démontre  facilement,  en  se  basant  sur  la  propriété  V,  le 
lemme  suivant  : 

Lemme.  Si  d'un  point  pris  sur  une  génératrice  du  premier  sys- 
tème, on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  un  plan  méridien  quelconque 
et  que  Von  prolonge  cette  perpendiculaire  au-delà  de  ce  plan  d^une  quan- 
tité égale  à  elle-même,  on  ahontit  encore  à  une  génératrice  du  second 
système. 

Soient  (Fig.  76)  le  plan  méridien  MN  et  AB  une  génératrice 
du  premier  système. 

Du  point  B,  abaissons  une  perpendiculaire  B^  sur  MN  ;  prolon- 
geons cette  perpendiculaire  jusqu'en  h,  de  manière  que  PB— ?&.  Je 
dis  que  le  point  h  se  trouve  sur  une  génératrice  du  deuxième 
système. 

Prolongeons  la  projection  CA  de  AB  jusqu'à  la  rencontre  en  X 
avec  la  trace  du  méridien  MN  sur  le  plan  du  cercle  de  gorge. 

Menons  la  tangente  Xa. 

On  aura  Xa==XA. 

Puisque  le  point  C  est  situé  sur  la  tangente  CX  et  que  c8=5c^  à 
cause  de  B^^J?,  il  faut  que  c  soit  sur  la  tangente  Xfl. 

De  plus,  on  aura  cX=CX  et  par  conséquent  AC=ac. 

Comme,  d'un  autre  côté,  &c=BC,  les  deux  triangles  rectangles 
ABC  et  abc  sont  égaux  et  l'angle  Jac=BAC=a. 

La  droite  ab  est  donc  une  génératrice  du  second  système. 

Ce  lemme  posé,  démontrons  la  propriété  IX. 

Soit  un  plan  quelconque  passant  par  la  génératrice  AB;  il 
rencontrera  le  plan  du  cercle  de  gorge  suivant  ak.  Perpendiculaire- 
ment à  cette  ligne,  menons  un  méridien  de  la  surface.  Comme  ce 
plan  est  perpendiculaire  à  la  trace  aA,  toutes  les  perpendiculaires 
abaissées  des  différents  points.de  AB  sur  ce  méridien  seront  paral- 
lèles à  a  Pi.  et  par  suite  dans  le  plan  sécant. 
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Elles  aboutissent  d'ailleurs  à  des  points  appartenant  à  une 
génératrice  du  second  système.  Ces  points  étant  tous  dans  un  même 
plan,  on  voit  que  celui-ci  coupe  la  surface  suivant  une  génératrice 
du  second  système. 

Propriété  X.  —  Cône  asymptotique  Soient  AB  et  CD  deux 
génératrices  de  deux  systèmes  différents  auxquelles,  par  le  point  0, 
nous  mènerons  des  parallèles  OF  et  OGr;  ces  lignes,  faisant  le  même 
angle  avec  l'axe  de  rotation  de  l'hyperboloïde,  engendrent  un  seul 
et  même  cône  en  tournant  autour  de  cet  axe. 

Ce  cône  est  le  cane  asympotique;  toutes  ses  génératrices  sont 
respectivement  parallèles  aux  génératrices  des  deux  systèmes  de 
l'hyperboloïde. 

En  coupant  ce  cône  par  le  plan  du  méridien  principal,  on 
obtient  deux  droites  qui  sont  les  asymptotes  de  la  courbe  méridienne 
principale. 

Pour  le  prouver  on  n'a  qu'à  faire  R=0  dans  l'équation  de  la 
méridienne  principale  et  l'on  obtiendra  deux  droites,  asymptotes 
de  l'hyperbole  méridienne. 

151.  Représentation  graphique.  (Ep.  77).  L'axe  de  rotation 
est  normal  à  P,. 

Supposons  la  surface  coupée  par  deux  plans  parallèles  à  Pj  et  à 
égale  distance  du  cercle  de  gorge,  et  prenons  le  plan  inférieur  pour 
plan  Pj. 

Ces  sections  sont  des  circonférences  de  cercle. 

Une  génératrice  quelconque  se  projette  sur  Pi  suivant  une  tan- 
gente à  la  projection  du  cercle  de  gorge. 

La  génératrice  qui  se  projette  suivant  la  tangente  au  point  I 
au  cercle  de  gorge  rencontre  chacun  des  deux  plans  en  des  points 
A  et  Aj  de  manière  que  AI^AJ.  La  seconde  projection  de  la  géné- 
ratrice se  déduit  facilement  de  la  première. 

Les  traces  des  génératrices  sur  Pj  seront  sur  la  circonférence 
qui  a  pour  rayon  AO,  et  toutes  les  traces  des  génératrices  sur  le 
plan  supérieur  se  projettent  sur  P,  sur  la  même  circonférence 
de  cercle. 

En  construisant  un  certain  nombre  de  génératrices  et  en  les 

8. 
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espaçant  régulièrement,  on  obtient  la  seconde  projection  de  la 
surface. 

Contours  apparents.  La  surface  a  pour  second  contour  apparent 
une  hyperbole,  courbe  méridienne  principale,  et  pour  contour  appa- 
rent sur  Pi  la  circonférence  du  cercle  de  gorge. 

Toutes  les  génératrices,  projetées  sur  Pi,  sont  tangentes  au 
contour  apparent,  et  le  cercle  de  gorge  est  V enveloppe  des  positions  des 
premières  projections  des  génératrices. 

Sur  Pj,  toutes  les  génératrices  qui  percent  le  plan  du  méridien 
principal  sont  tangentes  au  contour  apparent. 

En  efifet,  chacune  de  ces  génératrices,  en  perçant  le  plan  du 
méridien  principal,  y  laisse  une  trace  qui  est  un  point  de  l'hyperbole 
méridienne.  Si  la  génératrice  avait  encore  un  second  point  de  com- 
mun avec  cette  courbe,  la  distance  de  ces  deux  points  formerait  une 
corde  de  l'hyperbole,  et  tous  les  points  de  cette  corde  étant  en-dehors 
du  contour  apparent  ne  seraient  plus  sur  la  surface;  la  génératrice 
elle-même  ne  serait  plus  une  génératrice. 

Comme  la  génératrice  projetée  sur  Pg  a  nécessairement  un  point 
sur  une  branche  de  l'hyperbole  du  contour  apparent,  il  faut  évidem- 
ment qu'elle  lui  soit  tangente. 

Le  contour  apparent  sur  Pj  est  donc  l'enveloppe  des  projections  des 
gé.iératrices  sur  ce  plan. 

Parties  visibles  et  parties  cachées  des  génératrices.  —  Notations. 
(A  déduire  du  §  138). 

l*«.  Moyen  de  représenter  la  surface  en  relief  à  l'aide  de  fils  tendus. 

On  maintiendra  à  la  même  distance,  à  laide  de  tiges,  deux  plateaux  en 
carton  ou  en  zinc. 

On  trace,  sur  chacun  d'eux,  la  circonférence,  trace  sur  P,  de  la  surface,  en 
faisant  en  sorte  que  ces  deux  centres  se  trouvent  sur  la  même  perpendiculaire 
commune  aux  deux  plateaux. 

En  marquant  sur  la  circonférence  inférieure  les  traces  A,  B,  C,  D  etc.  des 
génératrices,  et  sur  la  circonférence  supérieure  les  traces  A,,  B,,  C,...  etc.  de 
ces  mêmes  lignes,  on  n'aura  qu'à  faire  passer  des  fils  bleus  par  les  points  A  et 
A«,  B  et  B,,  C  et  C'i  et  les  maintenir  tendus,  pour  avoir  la  véritable  position 
des  génératrices. 

Plus  on  trace  de  ces  génératrices  et  mieux  on  verra  se  dessiner  la  courbe 
méridienne  en  regardant  la  figure  de  face. 
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En  évidant  le  plateaa  supérieur,  et  en  regardant  de  haut  eu  bas,  on  aper- 
cevra le  cercle  de  gorge. 

En  construisant  de  même  les  génératrices  du  second  système,  et  en  les 
faisant  passer  par  les  poinfs  de  contact  des  génératrices  du  premier  système 
avec  le  ceicle  de  gorge,  en  ayant  soin  de  les  représenter  par  des  fils  rouges,  on 
ne  fera  qu'ajouter  au  relief  de  l'hyperboloïde. 


Chapitre  III. 


Plans  tangents  aux  surfaces  de  réYolution. 


Problèmes  à  résoudre. 


sur  un  méridien  donné 


I. 

II. 

III. 

IV. 

V. 

VI. 

VIL 


tus.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution  : 
Par  un  point  situé  sur  la  surface  ....         .         ... 

Par  un  point  hors  de  la  surface,  de  (  sur  un  parallèle  donné 
manière  que  le  point  de  contact  soit  {  sur  un  méridien  donné 
Parallèlement  à  une  droite  donnée  (  sur  un  parallèle  donné 
de  manière  que  le  point  de  contact  soit  ( 
Parallèlement  à  un  plan  donné    . 
Par  une  droite  donné 

Applleatlona. 

Trouver  les  points  de  contact  de  tous  les  plans  tangents  que  l'on 
peut  mener  à  une  surface  de  révolution  : 

P  Par  un  point  hors  de  la  surface VIII. 

2°  Parallèlement  à  une  droite  donnée IX. 

Pour  tous  ces  problèmes,  Taxe  de  rotation  est  normal  à  P,  et  nous  adoptons 
une  courbe  méridienne  principale  que  l'on  construit  comme  suit  : 

Soient  (Fi|f.  »»)  ED  et  BC  deux  droites  du  méridien  principal,  se  coupant 
à  angle  droit  et  passant  par  0,  centre  de  l'équateur.  On  divise  DE=3/2  de  BC 
en  quatre  parties  égales  aux  points  0',  0  et  0''.  On  joint  B  et  C  à  0'  et  0"  et 
les  arcs  C  B  C"  et  B'  C  B"sont  des  arcs  de  cercle  décrits  respectivement  de  B  et 
C  comme  centres,  avec  BC  pour  rayon.  Les  points  0'  et  0"  sont  pris  ensuite 
pour  centre  de  deux  autres  circonférences,  ayant  1/4  DE  pour  rayon  et  se  rac- 
cordant aux  points  C  et  B',  C  et  B''  avec  les  arcs  précédemment  décrits. 

Le  méridien  ainsi  construit  est  composé  d'arcs  de  cercle  qui  permettent 
facilement  la  construction  de  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  son  contour, 
ainsi  que  celle  de  la  tangente  à  mener  par  un  point  extérieur. 
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154.  Problème  î.  Par  un  point  donné  sur  une  surface  de  réto- 
lulion,  mener  U7i  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  l'espaee.  Par  le  point  donné  a  passent  un  méri- 
dien et  un  parallèle;  les  tangentes  à  ces  courbes  au  point  a  déter- 
minent le  plan  tangent. 

Solution  graphique  (Ep.  79).  La  tangente  en  a  au  parallèle 
est  une  parallèle  à  Pj  se  projetant  sur  ce  plan  suivant  une  tangente 
à  la  projection  du  parallèle. 

Pour  avoir  la  tangente  en  a  au  méridien,  observons  que  cette 
tangente  et  le  méridien,  situés  dans  un  même  plan  avec  l'axe, 
restent  tangents  quand  on  fait  tourner  ce  plan  autour  de  l'axe  jus- 
qu'à ce  qu'il  prenne  la  position  du  méridien  principal.  Après  ce 
mouvement  de  rotation,  le  point  a  sera  en  «j,  point  de  rencontre 
du  parallèle  avec  la  courbe  méridienne  principale. 

La  tangente  a^s"  au  méridien  principal  rencontre  l'axe  en  t", 
point  resté  fixe  pendant  le  mouvement  de  rotation  de  la  tangente  et 
qui,  joint  au  point  a,  détermine  cette  droite. 

Vérifications.  Le  plan  tangent  déterminé  par  les  deux  tan- 
gentes ainsi  construites  pa^se  par  les  points  a  et  s;  il  contient  les 
deux  tangentes,  et  a  sa  trace  sur  Pj  parallèle  à  a'b'. 

Normale.  La  perpendiculaire  élevée  en  a  au  plan  tangent  est 
la  normale  à  la  surface 

Autre  solution.  On  circonscrit,  à  la  surface  de  révolution,  un 
cône  droit  et  de  révolution  qui  la  touche  suivant  le  parallèle  donné. 

Tout  plan  tangent  à  ce  cône  sera  tangent  à  la  surface  de  révo- 
lution; il  touchera  le  cône  suivant  une  génératrice,  laquelle  ren- 
contre le  pat  allèle  donné  en  un  point  qui  est  le  point  de  contact  du 
plan  tangent. 

Pour  construire  ce  cône,  on  mène  une  tangente  au  méridien  au 
point  «1,  et  l'on  fait  tourner  le  méridien  avec  sa  tangente  autour  de 
l'axe  de  la  surface  de  révolution. 

Le  méridien  engeodrera  la  surface  de  révolution;  la  tangente 
s"ai  un  cône  de  révolution  de  sommet  s,  et  le  point  «i,  seul  point 
appartenant  à  la  tangente  et  au  méridien,  engendrera  un  parallèle 
de  la  surface  appartenant  en  même  temps  au  cône. 
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Ce  cône  n'ayant  de  commun  avec  la  surface  de  révolution  que 
ce  parallèle,  touche  la  surface  suivant  cette  courbe. 

Un  plan  tangent  en  a  à  ce  cône  contiendra  la  génératrice  tou- 
chée sa,  laquelle,  d'après  ce  qui  précède,  est  une  tangente  au  méri- 
dien passant  par  a. 

La  trace  de  ce  plan  tangent  sur  le  plan  du  parallèle  sera  kt 
tangente  à  cette  courbe. 

Nous  voyons  donc  que  le  plan  tangent  en  a  au  cône  de  révolu- 
tion circonscrit  à  la  sphère  est  tangent  au  même  point  a  à  la  surface 
de  révolution. 

Solution  graphique.  Les  opérations  nécessaires  à  la  construc- 
tion du  cône  circonscrit  et  de  son  plan  tangent  en  a  sont  les  mêmes 
que  celles  de  la  première  solution. 

155.  Problème  II.  Par  un  point  hors  d'une  surface  de  révolution, 
mener  un  plan  tangeut  de  manière  çtie  le  poiut  de  coiUact  se  troîive  sur 
un  parallèle  donné. 

Solution  dans  l'espace.  On  circonscrit  un  cône  de  révolution 
à  la  surlace  qui  la  touche  suivant  le  parallèle  donné.  Les  deux  plans 
tangents  à  ce  cône,  menés  par  le  point  donné,  sont  tangents  à  la 
surface  de  révolution  (problème  précédent)  ;  ils  auront  pour  points 
de  contact  les  points  de  rencontre  des  génératrices  touchées  avec  le 
parallèle  donné. 

Solution  graphique  (Ep.  80).  Le  cône  circonscrit  le  long  du 
parallèle  se  construit  comme  au  j)roblème  précédent.  Par  le  point 
donné  m  on  mène  les  plans  tangents  à  ce  cône  de  révolution 
(62  ou  67);  ces  plans  sont  les  plus  tangents  à  la  surface  de  révolution. 

Les  génératrices  touchées  bs  et  es  rencontrent  le  parallèle  aux 
points  d  et  <?i,  points  de  contact  des  deux  plans  tangents. 

Vérifications.  Chacun  des  plans  tangents  doit  passer  par  le 
point  donné  m,  par  le  sommet  s  du  cône  et  par  son  point  de  contact. 

Les  deux  plans  tangents  se  coupent  suivant  la  droite  sm  qui 
joint  le  point  m  au  sommet  s. 

Normale.  La  normale  à  la  surface  de  révolution  passe  par  le. 
point  de  contact  et  est  normale  au  plan  tangent. 

Discussion.  —  Dans  l'hypothèse  d'une  courbe  mérdienne  telle 
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que  nous  l'avons  adoptée,  le  problème  admet,  en  général,  deux  solu- 
tions. Le  problème  n'admet  qu'une  solution  ou  bien  il  est  impossible, 
suivant  que  le  point  m  se  trouve  sur  la  surface  conique  circonscrite 
ou  à  l'intérieur  de  ce  cône. 

Comme  on  peut  prendre  n'importe  quel  parallèle  de  la  surface 
comme  parallèle  donné,  il  est  intéressant  de  déterminer  les  paral- 
lèles pour  lesquels  il  n'existe  qu'une  solution  et  au-delà  desquels  le 
problème  devient  impossible.  Ces  parallèles  sont  ]es parallèles  limites. 

Parallèles  limites.  Coupons  la  surface  par  un  plan  méridien 
passant  par  le  point  m,  et  supposons  ce  méridien  avec  le  point  m 
rabattus  sur  le  plan  méridien  principal  (Fig.  8J). 

Par  le  rabattement  (m),  menons  deux  tangentes  à  la  courbe  mé- 
ridienne ;  elles  auront  L  et  Lj  pour  points  de  contact  et  ces  points, 
en  tournant  autour  de  l'axe,  engendreront  les  parallèles  limites. 

Prouvons  qu'au  delà  des  parallèles  L  et  Lj  le  problème  n'est 
plus  possible. 

D'abord,  pour  ces  parallèles  mêmes,  les  cônes  circonscrits  à  la 
surface  de  révolution  sont  engendrés  par  les  tangentes  ML  et  MLj. 
Le  point  M  se  trouvant  sur  ces  cônes,  on  voit  que,  pour  chacun  des 
parallèles  L  et  Lj,  il  n'existera  qu'une  solution. 

Prenons  un  parallèle  L'  au-delà  de  L.  La  tangente  en  L'  à  la 
courbe  méridienne  rencontrant  l'axe  à  l'intérieur  du  triangle  shl, 
laissera  évidemment  M  en  dessous  d'elle.  Le  cône  circonscrit  suivant 
L,  dont  L'M'  est  la  génératrice  principale,  n'admettra  donc  plus  de 
plan  tangent  passant  par  M. 

De  là  il  suit  que,  pour  construire  les  parallèles  limites,  on  coupe 
la  surface  par  un  plan  méridien  passant  par  le  point  donné  m.  Les 
tangentes  menées  de  ce  point  m  à  la  courbe  méridienne  obtenue  auront 
des  points  de  contact  gui  sont  sur  les  parallèles  limites. 

156.  Cas  faciles.  Les  constructions  graphiques  se  trouvent 
notablement  simplifiées  si  le  parallèle  donné  passe  par  le  point  m  ou 
s'il  est  l'équateur  ou  le  cercle  de  gorge  de  la  surface. 

1*»  Si  le  parallèle  passe  par  le  point  donné,  on  n'a  qu'à  lui  mener, 
par  ce  point,  deux  tangentes  dont  les  points  de  contact  sont  les 
points  de  contact  des  plans  tangents. 
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En  effet,  en  coupant  la  surface,  le  cône  circonscrit  et  les  plans 
tangents  supposés  construits  par  le  plan  du  parallèle,  on  coupe  le 
cône  et  la  surface  de  révolution  suivant  ce  parallèle,  et  les  plans 
tangents  suivant  des  tangentes  à  cette  courbe  passant  par  m, 

2"  fSi  le  parallèle  donné  devient  Véquateur  ou  le  cercle  de  gorge,  le 
cône  circonscrit  devient  un  cylindre  droit  et  de  révolution.  Les  plais 
tangents  à  mener  par  w  à  ce  cylindre  seront  des  plans  perpendicu- 
laires à  Pi,  ayant  pour  traces  sur  P^  des  tangentes  menées  par  «t'  à 
la  projection  de  même  nom  de  l'équateur  ou  du  cercle  de  gorge  et 
touchant  cette  courbe  en  des  points  qui  seront  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  demandés. 

157.  Problème  III.  Par  un  point  donné  hors  d'une  sur/ace  de 
révolution,  mener  un  plan  tangent  de  manière  que  le  point  de  contact  se 
trouve  sur  un  méridien  donné. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  doit  être  perpendicu- 
laire au  plan  du  méridien  donné;  il  contiendra  donc  la  perpendicu- 
laire abaissée  du  point  donné  sur  ce  plan.  La  trace  du  plan  tangent 
sur  le  plan  méridien  passe  donc  par  le  pied  de  cette  perpendiculaire 
et  sera  tangente  à  la  méridienne  donnée. 

De  là,  la  solution  suivante  : 

Du  point  donné,  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur  le  plan  du 
méridien  donné.  On  construit  le  pied  de  cette  perpendiculaire  et,  de 
ce  point,  on  mène  deux  tangentes  à  la  méridienne  donnée  qui  la 
touchent  aux  points  c  et  Cj,  points  de  contact  des  deux  plans  tan- 
gents. Le  point  de  contact  déterminé,  le  problème  est  ramené  au 
premier  (154). 

Solution  graphique  (Ep.  82).  Le  pied  p  de  la  perpendiculaire 
déterminé,  pour  mener,  de  ce  point,  des  tangentes  à  la  courbe  méri- 
dienne, on  devra  opérer  une  rotation  autour  de  l'axe  de  la  surface  et 
ramener  la  courbe  et  le  point  j»  dans  le  plan  du  méridien  principal. 
(Problème  I). 

Vérifications.  Le  problème  admet,  en  général,  deux  solutions. 

Chaque  plan  tangent  est  perpendiculaire  au  méridien  et  passe  : 

P  Par  le  point  donné; 

2°  Par  son  point  de  contact  ; 
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3"  Par  le  point  de  rencontre  s  de  la  tangente  à  la  méridienne 
avec  l'axe. 

Discussion.  Le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  du  point  m 
sur  le  plan  du  méridien  donné  peut  tomber  en  dehors  de  la  courbe 
méridienne,  sur  cette  courbe  ou  à  l'intérieur  de  celle-ci.  Le  pro- 
blème admettra,  pour  ces  trois  cas,  respectivement  deux  solutions, 
une  seule  ou  aucune. 

Les  méridiens,  pour  lesquels  le  problème  n'admet  qu'une  solu- 
tion et  au-delà  desquels  il  devient  impossible,  sont  les  méridiens 
limites. 

Méridiens  limites.  Un  plan  parallèle  à  Pi  mené  par  le  point 
donné  m  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  un  parallèle. 

Les  deux  méridiens  qui  passent  par  L  et  Lj  (Pigr.  83),  points  de 
contact  des  tangentes  menées  par  w  à  ce  parallèle,  sont  les  méri- 
diens limites. 

En  effet,  les  perpendiculaires  abaissées  de  m  sur  les  plans  de 
ces  méridiens  les  rencontrent  aux  points  L  et  Lj  situés  sur  la  courbe 
méridienne. 

Pour  tout  autre  plan  méridien  L"L",  le  problème  est  impossible, 
vu  que  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  m  sur  ce  plan  se 
trouve  à  l'intérieur  de  la  méridienne. 

De  là,  il  résulte  que,  pour  déterminer  les  méridiens  limites,  on 
n'a  qu'à  couper  la  surface  par  un  plan  parallèle  à  P,  passant  par  le 
point  donné  et  mener  ensuite,  de  ce  point,  deux  tangentes  au  paral- 
lèle ainsi  déterminé.  Les  points  de  contact  de  ces  tangentes  déter- 
minent, avec  l'axe  de  la  surface,  les  plans  des  méridiens  limites  L 
et  Lj. 

Cas  fiiciles.  Le  problème  est  simplifié  si  le  méridien  donne 
passe  par  le  point  donné  ou  qu'il  est  le  méridien  principal. 

Dans  le  premier  cas,  le  point  donné  est  lui-même  sa  projection 
sur  le  méridien,  et  les  points  de  contact  des  tangentes  menées  par 
ce  point  à  la  méridienne  donnée  sont  les  points  de  contact  des  plans 
tangents. 

Si  le  méridien  donné  est  le  méridien  principal,  les  deux  plans 
tangents  sont  perpendiculaires  à  P,  et  auront  pour  traces  sur  P,  des 
Bekithof.  Géom.  descript.  II.  9 


i 
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tangentes  à  la  seconde  projection  du  méridien  principal  menées 
par  w". 

158.  Problème  IV.  Trouver  les  points  de  contact  de  tous  les 
plans  tangents  que  l'on  peut  mener  à  une  surface  de  révolution  par  un 
point  situé  en  dehors  de  la  surface. 

Ou  autrement  :  Trouver  la  courte  de  contact  d^un  cône  circonscrit 
à  une  surface  de  révolution  et  ayunt  pour  sommet  un  f  oint  pris  hors  de 
la  surface. 

Solution  dans  l'espace.  A  l'aide  des  problèmes  II  et  III,  on 
construit  des  points  situés  sur  des  méridiens  et  d'autres  sur  des 
parallèles. 

On  construira  d'abord  les  points  les  plus  faciles  à  trouver,  puis 
les  points  limites,  et  on  complétera  la  projection  de  la  courbe  sur  Pj 
par  des  points  devant  se  trouver  sur  des  parallèles  donnés,  et  la 
projection  sur  Pi,  en  construisant  un  certain  nombre  de  points 
devant  se  trouver  sur  des  méridiens  choisis  convenablement. 

Solution  graphique  (Ep.  84).  «  et  «i,  points  situés  sur  l'équa- 
teur  (Problème  II),  m  et  m^^  points  situés  sur  le  parallèle  passant 
par  le  point  donné  (Problème  II). 

c  et  Cl,  points  situés  sur  le  méridien  principal  (Problème  III). 
L  et  Li,  points  situés  sur  le  méridien  passant  par  le  point  donné 
(Problème  II.  Parallèles  limites). 

Points  limites.  Les  deux  points  L  et  Li  situés  sur  les  parallèles 
limites  sont  les  points  le  plus  haut  et  ]e  plus  bas  de  la  courbe;  en 
ces  points,  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  Pi. 

En  effet,  on  voit,  dans  l'épure  du  problème  II,  que  les  points 
tels  que  d  et  d^  sont  toujours  situés  deux  à  deux  sur  un  même 
parallèle,  sur  une  corde  dd^  parallèle  à  Pi,  et  que  cette  corde,  per- 
pendiculaire au  méridien  passant  par  le  point  donné  m,  se  trouve 
divisée  en  deux  parties  égales  par  ce  plan.  Un  des  points  correspon- 
dants étant  situé  sur  le  méridien  smh,  l'autre  devra  nécessairement 
s'y  trouver  aussi  et  la  corde  ou  sécante  parallèle  à  Pi  qui  les  unit 
n'aura  plus  qu'un  point  de  commun  avec  la  surface  et  sera  devenue 
une  tangente  parallèle  à  Pi. 
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Tracé  de  la  courbe.  —  Première  projection,  e'  c'  V  e\,  branche  visible,  à 
tracer  en  trait  plein  ;  e'  m'  c\  l,'  m't  e\,  branche  invisible  ponctuée. 

Seconde  projection,  c''  l"  e'\  m'\  V\  c'\,  branche  visible  tracée  en  plein; 
c''i  w"  e"  c",  branche  invisible  à  ponctuer. 

Remarque.  Si  le  point  donné  est  pris  pour  foyer  lumineux,  la  courbe  de 
contact  du  cône  circonscrit  à  la  surface  de  révolution  deviendra  la  courbe 
d'ombre  propre  de  cette  surface. 

159.  Problème  V.  Parallèlement  à  une  droite  donnée ,  mener 
un  flan  tangent  à  une  surface  de  révolution,  de  manière  que  le  point  de 
contact  se  trouve  sur  un  parallèle  donné. 

Solution  dans  Tespace.  On  circonscrit  à  la  surface  un  cône  de 
révolution  qui  la  touche  suivant  le  parallèle  donné. 

Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  mène  un  plan  tangent  à  ce 
cône  ;  il  sera  tangent  à  la  surface  de  révolution  et  la  touchera  au 
point  où  la  génératrice  touchée  du  cône  circonscrit  rencontre  le 
parallèle  donné. 

Solution  graphique  (Ep.  85).  Pour  mener,  parallèlement  à  la 
droite  donné  d,  un  plan  tangent  au  cône  de  révolution  circonscrit, 
on  opère  comme  au  paragraphe  68. 

Les  génératrices  touchées  donnent,  pour  points  de  contact  des 
plans  tangents,  les  deux  points  c  et  Cj. 

Vérifications.  Un  plan  tangent  passe  : 
■    1°  par  le  sommet  du  cône; 

2°  par  son  point  de  contact. 

Il  contient  la  génératrice  touchée  du  cône  ainsi  que  la  droite 
parallèle  à  d  menée  par  le  sommet. 

Les  deux  plans  tangents  se  rencontrent  suivant  cette  droite 
parallèle  à  d. 

Discussion.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  la 
droite  parallèle  à  d  menée  par  le  sommet  du  cône  circonscrit  ren- 
contre Pi  en  dehors  de  la  base  de  ce  cône,  ou  bien  en  un  point  de 
cette  base;  dans  ce  cas,  le  problème  n'admet  qu'une  solution. 

Le  problème  est  impassible  si  la  droite  auxiliaire  perce  Pj  à  l'in- 
térieur de  cette  base. 

Ces  trois  cas  particuliers  dépendent  de  la  position  du  parallèle 
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donné.  Les  parallèles  pour  lesquels  le  problème  n'admet  qu'une  solu- 
tion et  qui  comprennent  la  zone  de  la  surface  sur  laquelle  doit  être 
situé  un  parallèle  donné  pour  que  le  problème  soit  possible,  sont 
parallèles  limites. 

On  les  détermine  comme  suit  : 

Parallèles  limites.  Coupons  la  surface  par  un  méridien  paral- 
lèle à  la  droite  d  et,  parallèlement  à  cette  droite,  menons  deux  tan- 
gentes à  cette  courbe.  Les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont 
situés  sur  les  parallèles  limites. 

En  effet,  si  nous  prenons  deux  points  L'  et  L"  de  eette  mérir 
dienne  (Fig.  86)>  situés  des  deux  côtés  de  L,  et  si,  en  ces  points, 
nous  menons  les  tangentes  L'^'  et  U's",  ces  tangentes,  en  tournant 
autour  de  l'axe,  décriront  des  cônes  circonscrits  à  la  surtace  suivant 
les  parallèles  L'  et  L".  Or,  il  est  ^isé  de  voir,  que  l'angle  «'>  o  et 
que  a"<  a;  par  conséquent,  des  droites  parallèles  à  d  menées  par 
les  sommets  5'  et  s"  de  ces  cônes  perceront  leurs  bases,  et  même  une 
section  quelconque  parallèle  à  P^,  l'une  en  s\  à  l'intérieur  et  l'autre 
en  s'\  à  l'extérieur.  Ces  résultats  prouvent  que,  pour  le  parallèle 
engendré  par  L',  le  problème  est  impossible  et  que,  pour  celui  en- 
gendré par  L",  on  a  deux  solutions.  Comme  les  points  L'  et  L"  sont 
pris  arbitrairement  sur  la  courbe  méridienne,  à  condition  cependant 
d'être  des  deux  côtés  de  L,  on  voit  que  le  parallèle  L  limite,  sur  la 
surface  de  révolution,  la  zone  comprenant  les  parallèles  pour  les- 
quels le  problème  est  possible. 

Nous  n'avons  construit  qu'un  seul  parallèle  limite  car  nous 
n'avons  représenté  que  la  moitié  supérieure  de  la  surface. 

Cas  flEiciles.  Le  problème  est  simplifié  si  le  parallèle  donné 
devient  Céquateur  ou  le  cercle  de  gorge. 

Dans  ces  cas,  le  cône  circonscrit  devient  un  cylindre  droit  et  de 
révolution  ayant  pour  base  la  première  projection  de  l'équateur  ou 
du  cercle  de  gorge. 

Les  plans  tangents  sont  des  plans  perpendiculaires  à  P^,  leurs 
traces  sur  Pj  sont  parallèles  à  d'  et  tangentes  aux  projections  de 
même  nom  des  parallèles  pris  dans  ces  conditions  particulières. 

IQO.  Problème  IV.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener 
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un  plan  tangent  à  une  surface  de  révolution,  de  numi^  que  k  point 
de  contact  se  trouve  sur  un  méridien  donné. 

Solution  dans  Tespace  (Fig.  87).  Le  plan  tangent  sera  paral- 
lèle à  la  droite  donnée  et  perpendiculaire  au  plan  du  méridien; 
il  est  donc  parallèle  au  plan,  mené  par  la  droite  D  perpendiculai- 
rement au  méridien  M.  Ce  plan  rencontre  le  plan  du  méridien 
suivant  la  droite  AB,  droite  parallèle  à  celle  suivant  laquelle  le  plan 
méridien  rencontre  le  plan  tangent  ;  cette  dernière  droite  est  tan- 
gente à  la  courbe  méridienne  au  point  c ,  point  de  contact  du 
plan  tangent. 

Donc,  par  la  droite  donnée,  on  mène  un  plan  perpendiculaire 
au  plan  du  méridien  ;  parallèlement  à  l'intersection  ah  de  ces  deux 
plans,  on  mène  une  tangente  à  la  courbe  méridienne  M,  le  point 
de  contact  c  de  cette  tangente  sera  le  point  de  contact  du  plan  tan- 
gent demanlé. 

Solution  graphique  (Ep  88).  Pour  mener,  par  D,  un  plan 
perpendiculaire  au  méridien  M,  prenons  deux  points  A  et  B  de  D 
et,  de  ces  points,  abaissons  des  perpendiculaires  sur  M  dont  a  Gih 
sont  les  pieds. 

Pour  mener,  parallèlement  à  ai,  des  tangentes  à  la  méridienne 
donnée,  il  faut  rabattre  cette  courbe  avec  ai  sur  le  plan  du  méridien 
principal,  etc. 

Les  points  de  contact  des  deux  plans  tangents  sont  c  et  Cj. 

Vérifications.  Le  problème  admet  deux  solutions,  la  méri- 
dien le  étant  celle  de  notre  exemple. 

Chacun  des  plans  tangents  passe  : 

1°  par  son  point  de  contact; 

2*»  par  le  sommet  s  ou  V  du  cône  circonscrit,  qu'engendre,  en 
tournant  autour  de  l'axe,  la  tangente  se  ou  s\Ci,  parallèles  à  ai. 

Les  deux  plans  tangents  sont  parallèles  et  rencontrent  le  mérir 
dien  donné  suivant  des  droites  parallèles  à  ai. 

Cas  fticile.  Si  le  méridien  donné  devient  le  méridien  principal, 
les  deux  plans  tangents  seront  des  plans  perpendiculaires  à  P,;  ils 
auront  pour  traces  sur  ce  plan  des  droites  parallèles  à  la  seconde 
projection  de  la  droite  donnée  et  tangentes  à  la  projection  de  même 
nom  de  la  courbe  méridienne  principale. 
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161.  Problème  VII.  Trouver  les  f  oints  de  contact  de  tons  les 
plans  tangents  que  Von  peut  mener  à  une  surface  de  révolution,  paral- 
lèlement à  une  droite  donnée. 

Ou  encore  :  Déterminer  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circon- 
scrit à  une  surface  de  révolution,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles 
à  une  droite  donnée. 

Solution  dans  l'espace.  Les  deux  problèmes  IV  et  V  nous 
donnent  les  moyens  de  construire  la  courbe  par  points. 

On  déterminera  d'abord  les  points  remarquables,  ceux  dont  la 
construction  est  la  plus  simple,  puis  on  complète  la  projection  de  la 
courbe  sur  Po  en  construisant  des  points  situés  sur  des  parallèles 
donnés.  (Problème  IV). 

La  projection  sur  Pi  sera  complétée  par  la  construction  de 
points  devant  se  trouver  sur  des  méridiens  assignés.  (Problème  V). 

Solution  graphique  (Ep.  89).  m  et  m^^  points  situés  sur  le 
méridien  principal.  (Problème  V). 

e  et  «1,  points  situés  sur  l'équatour.  (Problème  IV). 

l  et  Zj  points  situés  sur  les  parallèles  limites.  (Problème  IV). 

Points  limites.  Les  deux  points  l  et  l^  situés  sur  les  parallèles 
limites  sont  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de  la  courbe  et, 
en  ces  points,  la  tangente  à  la  courbe  est  parallèle  à  P^. 

En  effet,  on  voit,  dans  l'épure  du  problème  IV,  que  les  points, 
tels  que  c  et  Cj,  situés  sur  un  même  parallèle,  se  trouveut  sur  une 
corde  cc\  de  ce  parallèle,  corde  qui  est  parallèle  à  P^,  perpendicu- 
laire au  méridien  parallèle  à  la  droite  donnée  et  divisée  en  deux 
parties  égales  par  ce  méridien. 

A  mesure  que  l'on  se  rapproche  du  parallèle  limite,  les  points 
correspondants  du  même  parallèle  se  rapprochent  du  plan  méridien 
qui  divise  leur  corde  en  deux  parties  égales.  Un  de  ces  points  venant 
à  être  situé  sur  ce  méridien,  l'autre  le  sera  nécessairement  aussi  et 
la  corde  qui  les  unit  sera  devenue  une  tangente  parallèle  à  Pj. 

Tracé  de  la  courbe.  Première  projection,  e'  l\  m\  e',,  branche  visible,  à 
tracer  en  plein  ;  e'  V  m'  e',  branche  invisible,  à  tracer  en  ponctué. 

Seconde  projection.  La  branche  visible,  à  tracer  en  plein,  seram"  e"l'\m'\. 

Remarque.  Si  la  droite  est  prise  pour  direction  des  rayons  lumineux,  la 
courbe  devient  la  courbe  d'ombre  propre  de  la  surface  de  révolution. 
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162.  Problème  VIII.  Parallèlement  à  un  plan  donné,  mener  un 
plan  tangent  à  une  surface  de  révolution. 

Solution  dans  Tespace  (Fig.  90).  Le  plan  tangent  doit  être 
parallèle  au  plan  donné  et  perpendiculaire  au  plan  méridien  qui 
passe  par  le  point  de  contact.  Il  sera  coupé  par  ce  plan  méridien 
suivant  une  droite,  tangente  à  la  courbe  méridienne  au  point  de 
contact  du  plan  tangent,  et  parallèle  à  la  droite  d'intersection  ah 
du  plan  donné  avec  le  plan  méridien  qui  lui  est  perpendiculaire. 

De  là,  il  résulte  que,  pour  déterminer  les  points  de  contact  des 
plans  tangents,  oit  coupe  la  surface  et  le  plan  donné  par  un  plan  méri- 
dien perpendiculaire  au  'plan  donné.  La  surface  sera  coupée  suivant 
une  courbe  méridienne  et  le  plan  suivant  une  droite  ah.  Parallèle- 
ment à  ah,  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  méridienne  et  les 
points  de  contact  c  et  Cj  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents. 

Solution  graphique  (Ep.  91).  Le  plan  méridien  perpendicu- 
laire au  plan  donné  aura  sa  trace  sur  P^  perpendiculaire  à  la  trace 
de  même  nom  du  plan. 

Pour  obtenir  les  points  de  contact  c  et  Cj,  on  doit  ramener  le 
plan  du  méridien  avec  ah  dans  le  plan  du  méridien  principal,  etc. 

Vérifications.  Chacun  des  deux  plans  tangents  passera  : 

1°  par  son  point  de  contact  ; 

2»  par  le  sommet  s  ou  s^  des  cônes  circonscrits  engendrés  par 
la  rotation  des  tangentes  se  ou  ^Cn. 

Les  deux  plans  sont  parallèles  entre  eux  et  au  plan  donné  et 
perpendiculaires  tous  les  deux  au  plan  méridien  qui  passe  par  leurs 
points  de  contact. 

163.  Problème  IX.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  de  révolution. 

Première  solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un 
cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  pour  sommet  un  point  A  de  la 
droite.  (Problème  IV). 

On  construit  la  courbe  de  contact  d'un  deuxième  cône  circon- 
scrit à  la  surface  et  ayant  pour  sommet  un  autre  point  B  de  la 
droite.  (Problème  IV). 

Les  deux  courbes  se  rencontrent  en  des  points  C  etc..  qui  sont 


l 


—     i3G    — 

les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés  et  qui,  atec  la 
droite  donnée,  déterminent  ces  plans. 

En  effet,  un  plan  passant  par  C  et  par  AB  contiendra  AG  et  BC, 
génératrices  des  cônes  circonscrits,  et  par  conséquent  deux  tangentes 
à  la  surface  passant  par  le  point  C. 

Ce  plan  est  donc  un  plan  tangent  dont  C  est  le  point  de  contact. 

Deuxième  solution.  Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  cir- 
conscrit un  cylindre  à  la  surface  de  révolution  qui  la  touche  suivant 
une  certaine  courbe  C  (Problème  VII). 

Par  la  droite  donnée,  on  mène  un  plan  tangent  à  ce  cylindre  ; 
ce  plan  sera  tangent  à  la  surface  de  révolution  et  aura  pour  point 
de  contact  le  point  de  rencontre  de  la  génératrice  touchée  du  cylindre 
avec  la  courbe  de  contact  C. 

Troisième  solution.  Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  cir- 
conscrit un  cylindre  à  la  surface  de  révolution  qui  la  touche  suivant 
la  courbe  C  (Problème  VII). 

On  construit  la  courbe  de  contact  C  d'un  cône  circonscrit  à  la 
surface  de  révolution  et  ayant  pour  sommet  un  point  de  la  droite 
donnée  (Problème  IV). 

Les  courbes  de  contact  C  et  C  se  rencontrent  en  des  points  qui 
sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents.  Chacun  de  ces  plans 
est  déterminé  par  son  point  de  contact  et  par  la  droite  donnée. 

En  effet,  soit  M  un  des  points  de  rencontre  des  deux  courbes 
de  contact;  ce  point,  joint  à  un  point  B  de  la  droite  donnée,  déter- 
mine, avec  B,  la  droite  MB,  génératrice  du  cône  circonscrit  et  par 
suite  tangente  en  M  à  la  surface  de  révolution. 

Une  droite  T,  menée  par  M  parallèlement  à  la  droite  donnée, 
sera  une  génératrice  du  cylindre  circonscrit,  donc  une  tangente  en  M 
à  la  surface  de  révolution. 

Ces  deux  droites  MB  et  T  déterminent  un  plan,  passant  par  la 
droite  donnée  et  tangent  en  M  à  la  surface  de  révolution. 

Cas  faciles.  Premier  eas.  La  droite  donnée  est  normale  à  Pj.  Le 
plan  tangent  est  également  normal  à  P^  et  il  suffira,  pour  avoir  sa 
trace  sur  Pi,  de  mener  par  la  première  trace  de  la  droite  une  tan- 
gente à  la  projection  de  même  nom  de  l'équateur  ou  du  cercle 
de  gorge. 
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Deuxième  cas.  La  droite  donnée  est  parallèle  à  P,.  La  première 
trace  du  plan  tangent  sera  parallèle  à  la  droite  donnée  et  perpen- 
diculaire au  plan  méridien  qui  passe  par  le  point  de  contact.  Pour 
déterminer  ce  point  de  contact,  il  suffit  de  mener  un  méridien  per- 
pendiculaire à  la  droite  donnée,  d'en  construire  le  point  de  rencontre 
avec  cette  droite  et  de  mener,  par  ce  point,  les  tangentes  à  la  courbe 
méridienne  ;  les  points  de  contact  de  ce^  tangentes  sont  les  points 
de  contact  des  plans  tangents. 


Plans  tangents  à  la  sphère. 


164.  Problème  I.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tancent 
à  une  sphère. 

Première  solution.  On  coupe  la  droite  donnée,  la  sphère  et  le 
plan  tangent,  supposé  construit,  par  un  plan  T,  normal  à  la  droite 
et  passant  par  le  centre  de  la  sphère. 

La  droite  sera  coupée  au  point  jp. 

Le  plan  auxiliaire,  normal  à  la  droite,  sera  normal  aa  pî«a  tan- 
gent qui  la  contient;  il  coupera  la  sphère  suivant  une  circonférence 
de  grand  cercle  dont  le  plan  est  normal  au  plan  tangent;  ce  dernier 
est  coupé  suivant  une  droite  passant  par  le  point  p  et  tangente  à  la 
circonférence  méridienne  en  un  point  qui  est  le  point  de  contact  du 
plan  tangent. 

Solution  graphique  (Ep.  92).  Le  plan  auxiliaire  passait  par 
le  centre  de  la  sphère  coupe  la  droite  au  point  jp;  les  points  de  con- 
tact C  et  Cl  des  deux  plans  tangents  à  la  sphère  se  construisent  isud- 
lement  par  rabattement,  la  trace  Tj  du  plan  T  étant  prise  pour  axe. 

Deuxième  solution.  Deux  points  a  et  ^  de  la  droite  sont  pris 
pour  som  mets  de  deux  cônes  circonscrits  à  la  sphère  ;  les  points  de 
rencontre  des  deux  courbes  de  contact  sont  les  points  de  contact 
des  plans  tangents. 

Le  point  a  se  trouve  avec  le  centre  0  dans  un  plan  parallèle  à 
P,;  le  point  b  est  avec  le  centre  de  la  sphère  dans  un  plan  paral- 
lèle à  P^.  9. 
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Le  cône  circonscrit  ayant  pour  sommet  le  point  a  aura  pour 
axe  ao,  droite  parallèle  à  Pg,  et  touchera  la  sphère  suivant  une  cir- 
conférence de  petit  cercle  perpendiculaire  à  cet  axe,  donc  perpendi- 
culaire à  p2»  6t  se  projetant  sur  ce  plan  suivant  une  droite. 

De  même,  le  cône  circonscrit,  de  sommet  l,  aura  pour  axe  la 
droite  lo  parallèle  à  Pj  ;  il  touchera  la  sphère  suivant  une  circonfé- 
rence de  petit  cercle  perpendiculaire  à  cet  axe,  donc  perpendiculaire 
à  Pi  et  se  projetant  sur  ce  plan  suivant  une  droite. 

Les  plans  de  ces  deux  courbes  se  rencontrent  suivant  une  droite 
mn  qui,  devant  être  située  dans  le  plan  de  chacune  des  deux  courbes, 
aura  pour  projections  les  projections  rectilignes  de  celles-ci.  Les 
points  d'intersection  de  cette  droite  avec  la  sphère  sont  les  points 
de  contact  des  plans  tangents. 

Solution  graphique  (Ep.  93).  Pour  avoir  les  points  de  ren- 
contre de  la  droite  mn  avec  la  sphère,  on  coupe  celle-ci  par  le  pre- 
mier plan  projetant  de  mn,  et  on  rabat  ce  plan  avec  la  droite  et  la 
section  sphérique  obtenue  sur  Pi. 

*  Les  points  de  rencontre  (c)  et  (Cj)  de  mn  avec  la  section  sphérique 
relevés  en  c  et  Cj,  donnent  les  points  de  contact  des  plans  tangents. 

165.  Problème  II.  Par  un  point  donné,  mener  un  plan  tangent 
à  deux  spJières. 

Solution  dans  l'espace.  On  circonscrit  un  cône  aux  deux 
sphères  ;  le  plan  tangent  à  ce  cône,  mené  par  le  point  donné,  sera 
tangent  à  la  fois  aux  deux  sphères  ;  les  points  de  contact  de  la 
génératrice  touchée  avec  les  sphères  sont  les  points  de  contact  des 
plans  tangents. 

Il  y  a  deux  cônes  de  révolution  circonscrits  à  la  fois  aux  deux 
sphères  ;  l'un  a  pour  sommet  un  point  de  la  ligne  des  centres  de  ces 
deux  surfaces  et  le  sommet  de  l'autre  se  trouve  sur  le  prolongement 
de  cette  ligne. 

Comme  à  chacun  de  ces  deux  cônes  on  peut  mener  deux  plans 
tangents  passant  par  le  point  donné,  on  voit  que  le  problème  admet 
toujours  quatre  solutions. 

Solution  graphique  (Ep.  94).  Prenons  pour  Pj  le  plan  déter- 
miné par  le  point  données  et  par  les  deux  centres  c  et  Cj. 
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La  tangente  extérieure  s'k'iA!  aux  circonférences  des  deux 
grands  cercles  parallèles  à  Pj  de  la  sphère  engendre,  en  tournant 
autour  de  la  ligne  s'c\c'  un  cône  circonscrit  aux  deux  sphères  et 
touchant  celles-ci  suivant  des  circonférences  de  petit  cercle,  sections 
droites  du  cône,  lesquelles  se  projettent  sur  Pj  suivant  des  lignes 
droites  en  A'B'  et  A\B\. 

Pour  mener,  à  ce  cône,  un  plan  tangent  qui  passe  par  p,  on  unit 
ce  point  au  sommet  s  et,  par  les  points  de  rencontre  R  et  Rj  de  la 
ligne  ^5  avec  les  plans  des  sections  droites  on  mène,  par  rabatte- 
ment, des  tangentes  à  ces  sections.  Ces  tangentes  ont  pour  points 
de  contact  les  points  m  et  w^,  n  et  «i  qui,  relevés  en  projections, 
donnent  pour  points  de  contact  des  plans  tangents  avec  les  sphères 
les  quatre  points  m,  n,  m^  et  %i  ;  les  deux  premiers  sont  situés  au- 
dessus  de  Pi  et  les  deux  points  m^  et  n^  sont  les  symétriques  des 
deux  premiers  par  rapport  à  ce  plan. 

Ee  cône  circonscrit  aux  deux  sphères  qui  a  son  sommet  en  *i 
admet  deux  plans  tangents  passant  par  p  ;  les  génératrices  touchées 
de  ce  cône  touchent  les  sphères  en  des  points  t  ^it^^x  et  x^^  qui  se 
construisent  par  rabattement  et  de  la  même  manière  que  les  quatre 
points  fournis  par  le  premier  cône. 

166.  Problème  III.  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères. 

Solution  dans  l'espace.  Soient  trois  sphères  C,  C^  et  Cj. 
Circonscrivons  un  cône  de  révolution  aux  sphères  C  et  Cj  ainsi 
qu'à  C  et  G». 

Tout  plan  passant  par  la  ligne  des  sommets  SS^  et  tangent  à  la 
fois  aux  deux  cônes  sera  tangent  aux  trois  sphères.  Les  points  de 
contact  de  ces  plans  tangents  sont  les  points  suivant  lesquels  les 
génératrices  touchées  des  cônes  touchent  les  sphères  inscrits. 

Pour  avoir  ces  génératrices  touchées,  observons  que  le  cône 
enveloppant  C  et  Cg  touche  C  suivant  une  circonférence  de  petit 
cercle  qui  se  projette  sur  Pj  suivant  la  ligne  droite  R'R'j.  Le  cône 
circonscrit  à  C  et  Cj  touche  C  suivant  une  autre  circonférence  de 
petit  cercle  se  projetant  sur  Pi  en  Y\\.  Les  deux  points  de  rencontre 
de  ces  deux  circonférences  se  projettent  tous  les  deux  sur  Pj  en  T' 
et  sont  les  points  de  contact  sur  C  de  deux  plans  tangents  à  la  fois 
aux  trois  sphères. 


—    Î40    — 

Le  plan,  déterminé  par  T  et  SSj  est,  en  effet,  tangent  aux  cônes 
SRBi  et  SIIj,  donc  tangent  à  C,  Ci  et  Cg. 

Les  points  de  contact  de  ce  plan  avec  Ci  et  C2  sont  T,  et  Tg, 
points  de  rencontre  des  génératrices  touchées  ST  et  SiT  avec  les 
courbes  de  contact  LLi  et  MNi  des  cônes  avec  les  sphères  inscrites 
C,  et  Cl. 

Au  point  de  contact  T  correspond  un  autre  point  de  contact 
situé  sur  la  même  sphère,  symétrique  du  premier  par  rapport  à  Pi. 
Il  y  a  donc  deux  plans  tangents  à  la  fois  aux  deux  cônes  cir- 
conscrits. 

En  combinant  les  cônes  circonscrits  aux  sphères  Cj  et  C,  avec 
ceux  circonscrits  à  Cj  et  C,  ayant  pour  sommets  S  et  Si,  ont  peut 
faire  quatre  combinaisons  différentes  et,  pour  chacune  d'elles,  il 
existe  deux  solutions. 

Le  problème  admet  donc  huit  solutions. 

Solution  graphique  (Bp.  95).  Nous  pren  Irons  pour  plan  Pj  le 
plan  des  troiS  centres. 

Les  cônes  circonscrits  à  C,  et  C,  Ci  et  C,  donnent,  sur  C,  les 
courbes  de  contact  RRi  et  lli,  lesquelles  se  rencontrent  aux  points  T'. 
Ces  points,  en  les  rabattant  autour  de  RRi  dans  le  plan  Pi  sont  à 
une  distance  T'(Tj  de  l'axe  de  rotation  et  ces  distances  marqu  ent  les 
hauteurs  de  ces  points  au-dessus  ou  au-dessous  de  Pi.  Les  projec- 
tioîïS  dô  T  sur  P,  sont  donc  en  T"  et  T'V 

Le  plan  tangent  aux  trois  sphères  est  donc  déterminé  par  l'un 
des  deux  points  T  ou  T,  et  par  la  droite  SSi,-  cette  droite  en  est  la 
trace  sur  Pi. 

Le  plan  tangent  a  pour  point  de  contact  avec  C^  et  Ci  les  points 
T,  et  Tj  dont  les  projections  sur  P^  se  construisent  comme  celles  des 
points  T. 

Vérifications.  Les  traces  du  plan  tangent  passant  par  T  sont 
8S1X  et  XZ. 

Ce  plan  passe  par  chacun  des  points  T,  Ti,  T2  ainsi  que  par 
les  deux  génératrices  touchées  TTj,  TTi  et  la  ligne  des  sommets  SSi. 

Remarque.  Nous  avons  construit  les  premières  projections 
T',  IP,  V  et  W;  T',  U'»,  V,'  et  W'i  ;  T'^,  U,',  V,  et  W"  des  points  de 
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contact  sur  les  trois  sphères  des  huits  solutions  que  comporte  le 
problème. 

Les  projections  sur  P,  s'en  déduisent  facilement. 
167.  Problème  III.  Mener  un  plan,  tangent  à  une  sphère  et  à  un 
cône  droit  et  de  révolutioii. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  touchera  le  cône  sui- 
vant une  génératrice  et  aura  pour  trace  sur  Pi  une  tangente  à  la 
base  du  cône.  * 

La  distance  D  du  centre  de  la  base  du  cône  à  la  génératrice 

touchée  se  construit  facilement;  la  distance  du  centre  de  la  sphère 

au  point  de  contact  du  plan  tangent  est  égale  au  rayon  R  de  la  sphère. 

Supposons  le  plan  tangent  construit  et  déplacé  de  manière  à 

passer  par  le  centre  de  la  sphère  ;  il  se  sera  déplacé  d'une  quantité 

égale  au  rayon  et  il  se  trouvera  dans  cette  position  être  tangent  à 

un  cône  de  révolution,  de  même  axe  que  le  cône  donné,  de  même 

ouverture  des  génératrices  principales,  et  dont  la  distance  du  centre 

de  la  base  à  la  nouvelle  génératrice  touchée  est  égale  à  D — R. 

De  ce  qui  précède,  nous  déduisons  la  solution  suivante  : 

On  prend  pour  plan  de  projection  le  plan  parallèle  à  P,  qui 

passe  par  le  centre  de  la  sphère.  On  décrit  un  nouveau  cône  de 

révolution,  de  même  axe  que  le  premier,  à  génératrices  parallèles 

mais  distantes  de  celles  du  premier  cône  d'une  quantité  égale  à  R. 

Par  le  centre  de  la  sphère,  on  mène  un  plan  tangent  à  ce  cône 

et,  parallèlement  à  ce  plan,  on  mène  un  plan  tangent  au  premier 

cône  ;  ce  plan  sera  tangent  en  même  temps  à  la  sphère  et  au  cône. 

Solution  graphique  (Ep.  96).  Le  plan  tangent  mené  au  cône 

auxiliaire  par  le  centre  C  a  sa  trace  sur  P^  tangente  à  la  base  de  ce 

cône  et  passant  par  C. 

Il  est  donc  facile  de  mener,  parallèlement  à  ce  plan,  un  plan 
tangent  au  cône  donné. 

Pour  avoir  le  point  de  contact  de  ce  plan  avec  la  sphère,  coupons 
le  plan  et  la  sphère  par  un  méridien  perpendiculaire  au  plan  tangent. 
Il  coupera  la  sphère  suivant  un  grand  cercle  et  le  plan  suivant  une 
droite,  tangente  à  ce  cercle  en  un  point  a  qui  est  le  point  de  contact 
du  plan  tangent.  Ce  point  se  construira  par  rabattement  en  (a). 
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Remarque.  Le  problème  admet  deux  plans  tangents,  qui  tou- 
chent extérieurement  les  deux  surfaces,  dont  les  points  de  contact 
avec  la  sphère  sont  a  et  l,  et  deux  plans  tangents  touchent  les  sur- 
faces intérieurement,  c'est-à-dire,  laissant  la  sphère  d'un  côté  et  le 
cône  de  l'autre.  Pour  les  trouver,  il  faut  augmenter  D  de  R  au  lieu  de 
diminuer  D  de  cette  quantité,  comme  on  l'a  fait  pour  le  premier  cas. 


Plans  tangents  à  l'hyperholoïde  de  révolution  à  une  nappe. 


168.  Problème  I.  Pav  un  point  donné  sur  une  génératrice  de 
Vhyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe,  mener  un  plan  tangent. 

Solution  (Ep.  97).  Le  plan  tangent  est  déterminé  par  les  deux 
génératrices  rectilignes  des  deux  systèmes  qui  passent  par  le  point 
a  (10)  ;  ces  génératrices  sont,  en  effet,  leurs  propres  tangentes.  La 
première  trace  du  plan  tangent  passe  par  les  points  G'  et  G\\  sa 
trace  sur  Pj  passe  par  m,  trace  de  même  nom  de  la  parallèle  à  G'G'i 
menée  par  a,  ainsi  que  par  n,  seconde  trace  de  gg^  parallèle  à  GGj. 

Propriétés.  La  surface  étant  de  révolution,  le  plan  méridien 
passant  par  a  est  perpendiculaire  au  plan  tangent  dont  a  est  le  point 
de  contact.  D'ailleurs,  la  trace  oa'R  de  ce  méridien  est  perpendicu- 
laire à  G'G'i  et  comme  le  méridien  est  perpendiculaire  à  Pj  il  remplit 
toutes  les  conditions  pour  être  normal  au  plan  tangent  perpendi- 
culaire à  Pj. 

Le  plan  qui  est  tangent  en  a  cesse  de  l'être  en  un  point  quel- 
conque J  de  la  génératrice  Gj^j.  Pour  être  tangent  en  l,  ce  même 
plan  devrait  contenir  la  génératrice  du  second  système  M,  laquelle 
devrait  rencontrer  la  génératrice  du  même  système  Gg,  ce  qui  est 
impossible. 

Le  plan  tangent  en  a  ne  l'est  donc  plus  en  l;  il  est  donc  tangent 
et  sécant  à  la  fois  et  tangent  seulement  en  a. 

Remarque.  Tous  les  problèmes  relatifs  aux  plans  tangents  à 
l'hyperboloïde  de  révolution  peuvent  se  résoudre  par  les  considéra- 
tions que  nous  exposerons  dans  le  chapitre  des  plans  tangents  aux 
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surfaces  gauches.  L'emploi  du  cône  asymptotique  facilite  le  pro- 
blème suivant. 

169.  Problème  II.  Parallèlement  à  un  plan  donné,  mener  un 
plan  tangent  à  Ihyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  doit  contenir  une 
génératrice  du  premier  mode  de  génération.  Par  cette  génératrice, 
on  mènera  un  plan  parallèle  au  plan  donné  ;  il  coupera  la  surface 
suivant  une  génératrice  du  second  système,  dont  le  point  de  ren- 
contre avec  la  première  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent. 

Le  problème  est  donc  ramené  au  suivant  :  Trouver,  sur  la  sur- 
face, les  génératrices  parallèles  au  plan  donné. 

Solution.  On  construit  le  cône  asymptotique  et  on  coupera  ce 
cône  par  un  plan  mené  par  le  sommet  parallèlement  au  plan  donné. 
Ce  plan  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices  a  et  h,  parallèles 
au  plan  donné.  Aux  droites  a  et  J  correspondent,  sur  l'hyperboloïde, 
les  génératrices  A  et  B  de  deux  systèmes  différents  parallèles  à 
l'arête  a,  et  Aj  et  Bj  parallèles  à  h.  Un  plan  passant  par  A  et  Bi  sera 
un  plan  tangent  à  la  surface  parallèle  au  plan  donné.  Un  deuxième 
plan  tangent  sera  celui  fourni  par  A  et  B. 


Plans  tangents  au  tore. 


170.  Problème.  En  un  point  donné  sur  le  tore,  mener  un  plan 
tangent. 

Solution  (Ep.  98).  Le  tore,  engendré  par  la  circonférence 
génératrice,  se  compose  de  deux  parties,  deux  nappes,  réunies  par 
les  circonférences  limites  engendrées  par  les  points  C  et  Ci. 

La  nappe  engendrée  par  la  demi- circonférence  cVci  est  con- 
vexe, toutes  les  courbes  de  la  surface,  tracées  par  un  point  de  cette 
zone,  sont  du  même  côté  du  plan  tangent  dont  ce  point  est  le  point 
de  contact. 

Soit  a  un  point  de  la  surface.  Le  plan  tangent  en  ce  point  est 
déterminé  par  la  tangente  at  au  méridien  et  par  ah,  tangente  au 
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parallèle.  Le  parallèle,  le  méridien  et  toute  courbe,  menés  par  a, 
sont  à  gauche  du  plan  taagent.  La  même  propriété  est  vraie  pour 
tout  point  de  la  nappe  engendrée  par  cac,. 

Pour  le  point  i,  le  plan  tangent  déterminé  par  les  tangentes  au 
parallèle  et  au  méridien  laisse  le  méridien  à  sa  gauche  et  le  paral- 
lèle à  sa  droite.  Il  faut  donc,  qu'en  ce  point,  le  plan  tangent  soit 
tangent  et  sécant  à  la  fois.  Il  en  sera  de  même  pour  tout  point  de  la 
nappe  engendrée  par  c"b"c'\,  vu  que  la  surface  est  de  révolution  et 
par  conséquent  symétrique  autour  de  l'axe  de  rotation. 

Considérons  les  deux  circonférences  engendrées  par  les  points 
C"  et  C"i;  elles  relient  les  deux  nappes  et,  pour  n'importe  quel  point 
de  cette  courbe,  le  plan  tangent  est  parallèle  à  Pj  et  se  confond  avec 
le  plan  de  la  circonférence.  Ce  plan  touche  la  surface  suivant  une 
courbe. 

En  résumé  nous  voyons  que  : 

Pour  un  point  de  la  nappe  convexe  du  tore,  le  plan  tangent  touche 
la  surface  en  ce  point. 

Pour  tout  point  de  Vautre  nappe,  le  plan  tangent  est  sécant  et 
coupe  la  surface  suivant  une  courbe  dont  la  forme  dépend  de  la  posi- 
tion du  plan  tangent.  (Voir  les  sections  planes  du  tore). 

Le  plan  tangent  en  u/i  point  des  parallèles  limites >  supérieur  et 
inférieur,  est  parallèle  à  Pj  et  touche  le  tore  tout  le  long  de  ce 
parallèle. 


Chapitre   IV. 


Sections  planes  des  snrfaces  de  réyolntion, 


171.  Problème  général.  Construire  la  courbe  d'intersection 
d'une  surface  de  révolution  avec  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  L'axe  de  la  surface  étant  normal  à  P^, 
on  coupe  (13)  la  surface  de  révolution  et  le  plan  par  une  série  de 
plans  parallèles  à  Pi.  Chacun  de  ces  plans  coupera  la  surface  sui- 
vant un  parallèle  et  le  plan  suivant  une  parallèle  à  Pj.  Les  points 
de  rencontre  de  ces  lignes  fournies  par  un  même  plan  auxiliaire 
appartiennent  à  la  courbe  de  section  plane. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  La  tangente  en  un  point  de  la 
courbe  est  la  droite  d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tan- 
gent qui  a  ce  point  pour  point  de  contact. 

Solution  graphique  (Ep.  99).  Soit  un  ellipsoïde  de  révolution 
à  couper  par  un  plan  S.  Coupons  cette  surface  et  le  plan  S  par  des 
plans  auxiliaires  tels  que  H  et  I,  également  écartés  de  l'équateur,  et 
déterminant,  sur  la  surface,  des  parallèles  de  même  diamètre  et  dont 
les  premières  projections  se  confondent.  Ces  plans  coupent  S  sui- 
vant deux  droites  parallèles  à  Pj  qui  rencontrent  les  parallèles  aux 
points  A  et  B,  D  et  G,  points  de  la  courbe  de  section  plane. 

En  prenant  d'autres  plans  auxiliaires,  on  déterminera  d'autres 
points  de  la  courbe. 

Points  particuliers.  Points  situés  sur  l'équateur.  Le  plan  de 
l'équateur  pris  pour  plan  auxiliaire  nous  donne  les  points  e  et  q. 

Tangentes  en  ces  points.  Les  plans  tangents  à  la  surface  de  révo- 
lution aux  points  e  et  q  sont  des  plans  normaux  à  Pj,  se  projetant 
sur  Pj  suivant  des  tangentes  à  la  projection  de  même  nom  de 
Briithof.  Géom.  descript.  II.  10 
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réquateur.  Ces  traces-projections  sont  les  projections  des  tangentes 
demandées.  Les  secondes  projections  de  ces  tangentes  sont  les  pro- 
jections de  même  nom  m'(^'  et  »V'  des  droites  d'intersection  de  ces 
plans  tangents  avec  le  plan  S* 

Points  situés  sur  la  méridienne  principale.  Le  plan  du  méridien 
principal  coupe  le  plan  S  suivant  la  droite  OP,  ligne  de  front  de  ce 
plan,  qui  coupe  la  méridienne  principale  aux  points  demandés  r  et/. 

Tangentes  en  ces  points.  Les  plans  tangents  en  r  et /sont  per- 
pendiculaires à  Pg.  Leurs  traces-projections  sur  ce  plan,  tangentes 
en  ces  points  à  la  projection  de  la  courbe  méridienne  principale, 
sont  les  projections  sur  Pg  des  tangentes  demandées  dont  les  pre- 
mières projections  sont  z'r'  et  Vf. 

Points  limites.  1°  Points  limites  par  rapport  à  Pj. 

Nous  savons  qu'en  ces  points  ,  les  tangentes  à  la  courbe  de 
section  plane  sont  parallèles  à  Pj.  Or,  pour  qu'une  de  ces  tangentes 
soit  parallèle  à  Pj,  il  faut  que  l'un  des  deux  plans  qui  la  déterminent 
soit  parallèle  à  Pj  ou  que  ces  deux  plans  aient  leurs  premières 
traces  parallèles. 

La  première  de  ces  deux  conditions  n'étant  pas  admissible  pour 
le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  nous  devons  rechercher  les  points 
de  la  courbe  pour  lesquels  les  plans  tangents  à  la  surface  ont  leurs 
traces  sur  Pj  parallèles  à  la  trace  de  même  nom  du  plan  S. 

Menons  un  méridien  perpendiculaire  à  S;  il  aura  sa  première 
trace  perpendiculaire  à  Si  et  coupera  S  suivant  une  droite  qui  perce 
la  surface  en  deux  points  L  et  Li  qui  sont  les  points  limites. 

En  effet,  en  ces  points,  les  plans  tangents  sont  perpendiculaires 
au  méridien  qui  passe  par  ces  points  ;  comme  ce  méridien  est  per- 
pendiculaire à  Pi,  les  premières  traces  de  ces  plans  tangents  seront 
perpendiculaires  à  la  trace  de  même  nom  du  méridien.  Il  en  résulte 
que,  pour  ces  points,  les  plans  tangents  et  le  plan  sécant  S  ont  des 
traces  sur  Pj  parallèles. 

Remarques.  L  L,  est  le  point  le  plus  haut  de  la  courbe,  L  en 
est  le  point  le  plus  bas. 

IL  La  ligne  LLi  qui  unit  les  points  limites  est  une  ligne  de  plus 
grande  pente  du  plan  sécant  S. 
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III.  On  voit,  à  la  simple  inspection  de  la  figure,  que  les  points 
de  la  courbe  sont  deux-à-deux  symétriques  par  rapport  à  LL,  ;  cette 
ligne  est  donc  %)i  axe  de  la  courte. 

IP  l'oints  limites  par  rapport  à  Pg. 

Ce  sont  les  points  de  la  courbe  pour  lesquels  les  tangentes  sont 
parallèles  à  Pg. 

Il  faut  donc,  qu'en  ces  points,  les  plans  tangents  soient  paral- 
lèles à  Pg,  ou  que  leurs  traces  sur  Pg  soient  parallèles  à  Sg.  La  pre- 
mière de  ces  deux  conditions  n'étant  pas  applicable  à  l'exemple  de 
notre  épure,  recherchons  les  points  de  la  surface  pour  lesquels  les 
plans  tangents  ont  des  traces  sur  Pg  parallèles  à  Sg  ou  à  une  ligne 
de  front  de  S. 

A  cet  effet,  parallèlement  à  cette  ligne  de  front,  on  circonscrira 
un  cylindre  à  la  surface  de  révolution.  La  courbe  de  contact  de  ce 
cylindre  coupe  la  ligne  de  section  plane  en  deux  points  qui  sont  les 
points  limites  cherchés. 

En  effet,  en  ces  points,  les  plans  tangents  à  la  surface  de  révo- 
lution sont  tangents  en  même  temps  au  cylindre  circonscrit;  ils 
contiennent  par  suite  une  génératrice  de  ce  cylindre,  et  seront  ainsi 
parallèles  à  une  ligne  de  front  du  plan  sécant  ;  ils  auront  leurs  traces 
sur  Pg  parallèles  à  Sg. 

L'intersection  de  ces  plans  avec  le  plan  S  donnera  les  tangentes 
limites  parallèles  à  Pg. 

Rabattement  de  la  courte  de  section  plane  et  de  ses  tangentes. 

Le  rabattement  a  été  opéré  autour  de  Sg. 


Sections  planes  du  tore. 


Le  problème  des  sections  planes  du  tore  présente  les  trois  cas 
suivants  : 

1°  Section  du  tore  avec  un  plan  queîconque. 
2"  Section  du  tore  avec  son  plan  tangent. 
3°  Section  du  tore  avec  un  plan  bi-tangent. 
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172.  Problème  I.  Construire  la  courbe  d'intersection  d'un  tore 
avec  un  plan  quelconque. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  le  tore  et  le  plan  par  une 
série  de  plans  auxiliaires  perpendiculaires  à  l'axe  de  rotation  qui 
est  normal  à  Pj.  Chacun  de  ces  plans  coupe  le  tore  suivant  un  ou 
deux  parallèles,  et  le  plan  suivant  une  parallèle  à  Pj,  etc.  (Voir  le 
problème  précédent). 

Solution  graphique  (Ep.  100).  Coupons  par  un  plan  auxi- 
liaire A  parallèle  à  Pi. 

Le  tore  est  coupé  suivant  deux  parallèles  concentriques,  l'un 
spr  la  nappe  extérieure,  l'autre  sur  la  nappe  intérieure.  Le  plan  est 
coupé  suivant  une  parallèle  à  Rj  qui  coupe  les  deux  parallèles  en 
quatre  points  a,  «i,  a^  et  «g,  appartenant  à  la  courbe  de  section  plane. 

Un  deuxième  plan  auxiliaire  I  coupe  le  tore  suivant  deux 
autres  parallèles,  et  le  plan  suivant  une  droite,  laquelle  ne  rencontre 
que  l'un  des  deux  parallèles,  le  parallèle  extérieur,  aux  points  i  et  ij. 

Points  particuliers.  Points  situés  sur  Ve'quateur  et  sur  le  cercle 
de  gorge.  Ces  deux  lignes  sont  situées  dans  le  même  plan,  le  plan  de 
l'équateur,  qui  donne  les  points  e  et  e^  sur  l'équateur,  et  les  points  g 
et  gx  du  cercle  de  gorge. 

Points  situés  sur  la  méridienne  principale  et  sur  une  ligne  de 
front  du  plan  sécant.  Le  plan  du  méridien  principal  coupe  le  tore 
suivant  la  méridienne  principale  et  le  plan  suivant  une  ligne  de 
front.  Ces  deux  lignes  se  coupent  aux  points /et /i. 

Points  situés  sur  les  parallèles  du  contour  apparent.  Ces  points 
s'obtiennent  en  prenant  les  plans  de  ces  parallèles  pour  plans  sécants 
auxiliaires. 

Dans  notre  exemple,  le  parallèle  supérieur  seul  donne  les  deux 
points  A  et  ^1,  points  les  plus  hauts  de  la  courbe;  le  parallèle  infé- 
rieur n'est  pas  coupé  par  le  plan  R. 

Points  limites.  Points  situés  sur  la  ligne  de  plus  grande  pente 
du  plan  sécant.  Ces  points,  pour  lesquels  la  tangente  à  la  courbe  est 
parallèle  à  Pj,  se  trouvent  sur  la  droite  d'intersection  du  plan  R  avec 
le  plan  méridien  qui  lui  est  perpendiculaire  (171).  Ce  senties  points 
^  et  ?i.  Le  point  l  est  le  point  le  plus  bas  de  la  branche  de  courbe 
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située  sur  la  nappe  extérieure  du  tore,  tandis  que  î^  est  le  point  le 
plus  las  de  la  branche  située  sur  la  nappe  intérieure  de  la  surface. 
Ces  deux  branches  sont  séparées  par  les  points  h  et  h-^  situés  sur  le 
parallèle  supérieur,  parallèle  qui  sépare  les  deux  nappes  du  tore. 

Remarques.  I.  Dans  notre  exemple,  il  y  a  quatre  points  pour 
lesquels  les  tangentes  sont  parallèles  à  Pj.  Ce  sont  les  points  h  et  h^^ 
l  et  l^. 

II.  La  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sécant  est  un  axe  de 
symétrie  de  la  section  plane.  Les  points  de  cette  courbe  situés  sur  le 
même  parallèle  sont  groupés  symétriquement  par  rapport  à  cet  axe. 

Poin  ts  limites  par  rapport  à  Pj. 

Points  pour  lesquels  la  tangente  à  la  courbe  de  section  plane 
est  parallèle  à  Pg  donc  à  R^.  Pour  obtenir  ces  points,  on  circonscrit 
au  tore  deux  cylindres  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  une 
ligne  de  front  du  plan  sécant.  Les  points  où  les  courbes  de  contact 
de  ces  cylindres  coupent  la  section  plane  sont  les  points  limites 
par  rapport  à  P^. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  Pour  construire  la  tangente 
an  point  n,  nous  construirons,  eu  ce  point,  le  plan  tangent  au  tore, 
et  nous  déterminerons  son  intersection  avec  le  plan  R.  Or,  construire 
le  plan  tangent  au  tore,  revient  à  construire  le  plan  tangent  en  n  au 
cône  circonscrit  qui  touche  le  tore  le  long  du  parallèle  passant  par  n. 

La  première  trace  de  ce  plan  tangent  passe  par  la  trace  de 
même  nom  n  de  la  génératrice  touchée  n,  et  sera  perpendiculaire  à 
la  première  projection  de  cette  génératrice.  Le  point  de  rencontre  t 
de  la  trace  du  plan  tangent  avec  celle  du  plan  sécant,  joint  au  point 
n  donne  la  première  projection  de  la  tangente  à  la  section  plane  au 
point  n.  La  projection  sur  Pg  de  cette  tangente  se  déduit  facilement 
de  sa  projection  sur  Pj. 

Tangente  au  point  a.  Elle  se  construit  comme  celle  au  point  n. 

Tangente  en  un  point  de  la  branche  intérieure.  Les  constructions 
sont  encore  les  mêmes. 

Remarque.  La  courbe  de  section  plane  a  pour  axe  de  symétrie 
la  ligne  de  plus  grande  pente  ps  du  plan  sécant.  La  première  pro- 
jection de  cette  courbe  aura  pour  axe  de  symétrie  la  projection  de 
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même  nom  ^V  de  cette  ligne  de  plus  grande  pente.  En  effet,  les  per- 
pendiculaires à  ps  qui  relient  deux  points  de  la  courbe  sont  des 
droites  parallèles  à  Pj  et  restent  perpendiculaires  en  projection  sur 
Pi  à  la  projection  de  même  nom  de  la  droite^*. 

De  là,  il  résulte  que  les  tangentes  en  deux  points  d'un  même 
parallèle  du  tore  sont  aussi  symétriques  par  rapport  à  la  droite  j?^; 
qu'elles  rencontrent  cette  ligne  en  mi  même  point,  et  la  trace  Rj  du 
plan  sécant  en  des  points  également  écartés  du  pied  ^'  Aq  ps. 

Cette  considération  facilite  la  construction  des  tangentes  (voir 
tangente  en  a)  et  constitue  en  même  temps  une  vérification. 

Construire  le  ralattement  de  la  courte  de  section  plane  et  de  ses 
tangentes.  Le  rabattement  a  été  opéré  autour  de  la  trace  Rj* 

Le  rabattement  de  l'axe  de  symétrie  facilite  celui  de  la  courbe. 
173.  Problème  II.  Construire  la  courbe  suivant  laquelle  le  tore 
est  eoupé  par  un  de  ses  pi 2ns  tangents. 

Solution  dans  Tespace.  Voir  celle  du  cas  général. 

Solution  graphique  (Ep.  101).  Prenons  pour  plan  sécant  le 
plan  tangent  en  un  point  s  de  la  nappe  intérieure  du  tore,  ayant  sa 
première  trace  normale  à  l'axe  de  projection.  La  courbe  de  section 
plane  se  projette  sur  Pg  suivant  la  trace-projection  du  plan  sécant. 
Pour  les  autres  opérations,  les  points  particuliers  et  les  tangentes, 
voir  le  problème  précédent. 

Remarque.  La  courbe  est  symétrique  par  rapport  à  la  ligne 
de  plus  grande  pente  du  plan  sécant  dont  le  plan  projetant  passe 
par  le  centre  du  tore.  Elle  est  composée  de  deux  branches  qui  ont 
un  seul  point  commun,  le  point  de  contact  du  plan  tangent.  En  ce 
point  multiple,  la  construction  de  la  tangente  présente  des  difficultés, 
attendu  que  pour  ce  point  le  plan  tangent  au  tore  se  confond  avec  le 
plan  sécant. 

Les  propriétés  des  lignes  de  courbures  et  des  sections  princi- 
pales des  surfaces,  appliquées  au  point  multiple  s,  ont  donné  la  mé- 
thode pratique  suivante  pour  la  construction  des  tangentes  à  la 
courbe  de  section  plane  au  point  oîi  cette  courbe  forme  un  nœud  (*). 

Tangente  au  point  multiple.  On  mène  le  rayon  de  courbure  ^w  de 

(*)  Leroy.  Traité  de  géométrie  descriptive.  Livre  VIIL  Courbure  des  lignes 
•t  des  surfaces. 
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la  section  principale  du  tore  au  point  s,  section  qui  est  celle  du 
méridien  principal  en  s.  On  prolonge  w5  jusqu'en  2",  point  de  ren- 
contre avec  l'axe  de  rotation,  et  l'on  construit  sv,  moyenne  propor- 
tionnelle entre  5w  et  sz" . 

On  construit,  d'un  autre  côté,  le  carré  sur  s;  on  projette  5  sur 
Pj;  en  ce  point,  on  élève  des  perpendiculaires  sur  ZD  et  l'on  porte, 
sur  ces  perpendiculaires,  les  longueurs  T)œ==ï>y=sv. 

Les  lignes  ^x  et  Sy  sont  les  tangentes  au  point  multiple  de  la 
courbe. 

174.  Problème  III.  Construire  la  courte  suivant  laquelle  le  tore 
est  coupé  par  nn  plan  tangent  qui  passe  par  son  centre. 

Ou  autrement  :  Déterminer  la  section  plane  faite  dans  le  tore  par 
un  planii-tangent. 

Solution  dans  l'espace.  Voir  celle  du  cas  général  (171). 

Solution  graphique  (Ep.  102).  Prenons  le  plan  sécant  perpen- 
diculaire à  Pg.  Sa  seconde  trace  passera  par  la  seconde  projection 
du  centre  du  tore  et  sera  tangente  à  la  fois  aux  deux  cercles  de  la 
projection  de  la  courbe  méridienne  principale. 

La  solution  graphique  est  la  même  que  celle  du  cas  géné- 
ral (171). 

On  aura  :  e  et  e^^  points  situés  sur  Véquateur; 

J  et  Jj,  Ji  et  Âj,  points  situés  respectivement  sur  les  parallèles 
le  plus  haut  et  le  plus  las  du  tore  ; 

g  et  ^1,  points  situés  sur  le  cercle  de  gorge^ 

s  et  *i  points  singuliers  de  la  courbe,  points  multiples  appar- 
tenant aux  deux  branches  de  la  courbe,  laquelle,  en  ces  points,  fait 
un  nœud. 

Propriétés  de  la  section  plane.  La  courbe  est  formée  de  deux 
branches,  dont  chacune  est  une  circonférence  de  cercle  égale  à  celle 
qui  est  décrite  par  le  centre  c  du  cercle  générateur.  La  distance  du 
centre  de  ces  courbes  à  l'axe  de  symétrie  sSy  est  égale  au  rayon  du 
cercle  générateur. 

Cette  propriété  a  été  découverte  par  M.  Ivon  Villarceau,  secré- 
taire du  bureau  des  longitudes.  Pour  les  développements  de  cette 
propriété,  voir  les  comptes-rendus  de  l'Institut  (*). 

(*)  Comptes- rendus  de  l'Institut  (28  Août  1848). 
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Tangente  en  un  point  de  la  courle.  La  tangente  en  m  est  la  droite 
d'intersection  du  plan  tangent  en  m  au  tore  avec  le  plan  sécant. 
(Voir  le  cas  général). 

La  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sécant  menée  par  le 
centre  du  tore  est  un  axe  de  la  section  plane. 

Cet  axe,  ainsi  que  la  ligne  egg^c^,  qui  est  un  second  axe,  nous 
facilitent  la  construction  des  tangentes  aux  points  situés  sur  le 
même  parallèle.  (Cas  général). 

Tangentes  aux  deux  points  multiples.  Voir,  pour  la  construction 
pratique,  le  problème  précédent. 

Remarque.  D'après  la  définition  du  tore  et  d'après  ce  qui  pré- 
cède, nous  voyons  que  le  tore  admet  trois  séries  de  sections  planes, 
doublement  circulaires.  Ces  sections  sont  obtenues  : 

l"*  Par  tout  plan  mssant  par  Taxe  de  rotation; 

2^  Par  tout  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  ; 

30  Par  tout  plan  tangent  mené  par  le  centre  du  tore. 


Sections  planes  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 


175.  Problème  I.  Construire  la  ligne  suivait  laquelle  un  hyper- 
loloide  de  révolution  est  cotipé par  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  L'axe  de  rotation  étant  perpendicu- 
laire à  Pi,  on  coupe  le  plan  S  et  l'hyperboIoiMe  par  des  plans  paral- 
lèle à  Pj.  Chacun  de  ces  plans  coupe  le  plan  S  suivant  une  droite 
parallèle  à  Pj  et  la  génératrice  de  l'hyperboloïde  eu  un  point  x. 
Les  points  d'intersection  de  cette  droite  avec  le  parallèle  engendré 
par  X  sont  des  points  de  la  section  plane  de  l'hyperboloïde. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  La  tangente  en  un  point  de  la 
courbe  est  la  droite  d'intersection  du  plan  sécant  S  avec  le  plan 
tangent  à  l'hyperboloïde  qui  a  le  point  donné  pour  point  de  contact. 
Ce  plan  tangent  est  déterminé  par  les  génératrices  rectilignes  des 
deux  systèmes  qui  passent  par  le  point  de  contact. 

Propriétés  de  la  section  plane.  L'hyperboloïde  de  révolution 
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à  une  nappe  est  une  surffice  du  second  degré,  donc,  d'après  les  pro- 
priétés de  ces  surfaces,  toute  section  plane  est  une  courbe  du  second 
degré  ou  un  système  de  deux  droites. 

Section  rectiligne.  Nous  savons  que  tout  plan  qui  passe  par  une 
génératrice  du  premier  système  coupe  la  surface  suivant  une  géné- 
ratrice du  second  système.  Ce  plan  est  un  plan  tangent  dont  le  point 
de  contact  est  le  point  de  rencontre  des  deux  génératrices. 

Section  circulaire.  Tout  plan  perpendiculaire  à  l'axe  coupe  la 
surface  suivant  un  parallèle.  Ce  parallèle  devient  le  cercle  de  gorge 
si  le  plan  passe  par  le  centre. 

Section  elliptique.  Par  le  sommet  du  cône  asymptotique,  menons 
un  plan  parallèle  au  plan  sécant.  Ce  plan  auxiliaire  peut  ne  pas 
couper  le  cône  ;  il  peut  le  couper  suivant  deux  génératrices  ou  lui 
être  tangent. 

Si  le  plan  auxiliaire  n'a  que  le  sommet  de  commun  avec  le  cône,  il 
ne  contiendra  aucune  génératrice  de  ce  dernier  ;  le  plan  sécant  ne 
pourra  être  parallèle  à  une  génératrice  de  l'hyperboloïde,  par  con- 
quent  il  les  coupera  toutes,  et  donnera  pour  courbe  de  section  plane 
une  courbe  fermée  qui  ne  peut  être  qu'une  ellipse,  à  moins  que 
le  plan  sécant  ne  soit  perpendiculaire  à  l'axe. 

Section  Ji.yperlolique.  Si  le  plan  auxiliaire  coupe  le  cône  asympto- 
tique suivant  deux  génératrices^  la  courbe  de  section  plane  sera  une 
hyperlole. 

En  effet,  le  plan  sécant  sera  parallèle  à  deux  génératrices  du 
cône  asymptotique  et,  comme  chacune  d'elles  est  parallèle  a  deux 
génératrices  de  systèmes  différents  de  l'hyperboloïde,  le  plan  sécant 
sera  parallèle  à  deux  génératrices  du  premier  système  et  à  deux 
génératrices  du  second  système,  La  première  génératrice  du  premier 
système  rencontre  la  première  génératrice  du  second  système,  et 
ces  deux  droites  comprennent  une  branche  de  courbe  ouverte,  pro- 
longée jusqu'à  l'infini,  sans  pouvoir  toutefois  atteindre  ces  deux 
génératrices. 

De  même,  les  deux  génératrices  de  systèmes  différents  qui 
restent  comprendront  une  deuxième  branche  de  courbe  ouverte. 

Ces  deux  branches  ouvertes  constitueront  la  courbe  de  section 

10. 
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plane  qui  ne  peut  être  qu'une  hyperbole.  Nous  verrons  plus  loin 
comment  on  en  détermine  les  asymptotes. 

Section  parololique.  —  Si  le  plan  auxiliaire  est  tangent  au  cône 
asymptotique ,  la  courhe  de  section  plane  est  une  parabole. 

En  effet,  le  plan  sécant  sera  parallèle  à  une  génératrice  de  ce 
cône  et,  par  suite,  à  deux  génératrices  de  systèmes  différents  de 
rhyperboloïde  ;  ces  génératrices  se  coupent  et  comprennent  une 
branche  de  courbe  ouverte  qui  ne  peut  les  rencontrer  qu'à  l'infini. 

Cette  courbe  n'admet  pas  d'asymptote  et  sera  une  parabole. 


Section  plane  elliptique. 


176.  Problème  II.  Construire  une  section  plane  elliptique  de 
Vhyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

Solution  dans  l'espace.  (Voir  le  problème  précédent). 

Solution  graphique  (Ep.  103).  L'hyperboloïde  de  révolution 
est  suffisamment  représenté  par  son  axe  de  rotation  OZ  et  par  sa 
génératrice  rectiligne  AB  que  nous  supposons  être  parallèle  à  P,. 
A'B'  sera  tangente  à  la  première  projection  du  cercle  de  gorge,  dont 
le  rayon  mesure  la  plus  courte  distance  de  l'axe  à  la  génératrice. 

Le  cône  asymptotique  a  pour  sommet  le  point  s  et  pour  rayon 
de  la  base  *'c'=A'B'  première  projection  de  la  génératrice  AB. 

Le  plan  auxiliaire  parallèle  au  plan  sécant  mené  par  le  sommet 
de  ce  cône  a  sa  première  trace  en  dehors  de  la  base  du  cône  ;  il  ne 
coupe  donc  pas  ce  dernier,  donc  la  courbe  de  section  plane  à  con- 
struire sera  une  ellipse. 

La  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sécant,  droite  menée  par 
le  point  r  oh  ce  plan  coupe  l'axe,  sera  l'axe  de  l'ellipse  (171).  Cet 
axe  coupe  l'ellipse  en  deux  points,  les  sommets,  qui  sont  en  même 
temps  les  points  limites  et  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  (171). 

Sommets  de  Vellipse.  —  Points  limites.  Pour  construire  les  points 
limites,  il  faudrait  couper  le  plan  sécant  par  un  plan  méridien  qui 
lui  est  perpendiculaire,  déterminer  la  ligne  d'intersection  de  ces 
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deux  plans,  et  les  points  où  cette  droite  rencontre  la  surface  (171). 
Cette  construction  directe  n'est  guère  applicable  à  notre  exemple, 
vu  que  l'hyperboloïde  est  représenté  par  uae  de  ses  génératrices  et 
par  son  axe,  et  qu'il  faudrait,  avant  tout,  construire  la  courbe  méri- 
dienne principale. 

On  parvient  toutefois  à  la  solution  du  problème,  en  conservant 
les  données  actuelles,  à  l'aide  du  raisonnement  suivant  : 

Les  sommets  que  l'on  veut  déterminer  se  trouvent  sur  la  droite 
d'intersection  XY  du  plan  sécant  avec  le  plan  méridien  qui  lui  est 
perpendiculaire.  Comme  ces  points  sont  situés  sur  la  surface,  ils 
appartiennent  à  deux  parallèles  de  l'hyperboloïde.  Ces  parallèles 
peuvent  être  considérés  comme  engendrés  par  les  points  à  chercher, 
quand  les  génératrices  qui  les  contiennent  tournent  autour  de  l'axe 
de  rotation.  Or,  en  faisant  tourner  ces  deux  points  autour  de  cet 
axe,  la  ligne  XY,  sur  laquelle  ils  se  trouvent,  sera  entraînée  autour 
du  même  axe  et  engendrera  un  cône  de  révolution  sur  lequel  sont 
situés  les  deux  parallèles  et ,  par  suite ,  les  points  demandés.  Ces 
points,  les  sommets,  étant  sur  ce  cône  et  devant  être  situés  néces- 
sairement sur  des  génératrices  de  l'hyperboloïde,  doivent  se  trouver 
sur  les  parallèles  engendrés  par  les  points  de  rencontre  du  cône  avec 
une  génératrice  quelconque. 

Le  problème  revient  donc  à  construire  les  points  de  rencontre 
du  cône  engendré  par  XY  avec  une  génératrice,  la  génératrice  AB, 
par  exemple. 

A  cet  effet,  par  le  sommet  t  du  cône,  menons  une  droite  rà 
parallèle  à  AB  ;  cette  droite,  avec  AB,  déterminent  un  plan  qui  coupe 
le  cône  suivant  deux  génératrices  rg  et  ri,  lesquelles  coupent  la 
génératrice  AB  aux  points  Mj  et  l-i. 

Les  points  limites  seront  situés  à  la  rencontre  des  parallèles 
engendrés  par  les  points  Mj  et  L,  avec  la  ligne  de  pente  XY.  Ce  sont 
donc  les  points  M  et  L,  L  est  le  point  limite  inférieur,  le  point  le 
plus  las,  et  M  le  point  limite  supérieur,  le  point  le  plus  liant  de  la 
courbe. 

En  ces  points,  la  tangente  à  la  courbe  de  section  plane  est 
parallèle  à  Pj  (171). 
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Points  intermédiaires.  Les  sommets  déterminés,  pour  obtenir  des 
points  quelconques  de  la  courbe,  on  coupe  par  des  plans  parallèles 
à  Pj  compris  entre  les  points  limites  et  convenablement  espacés,  etc. 

Points  situés  sur  la  méridienne  priticipale.  Ces  points  sont  situés 
sur  la  droite  d'intersection  du  plan  sécant  S  avec  le  plan  méridien 
principal,  et  à  la  rencontre  de  cette  ligne  de  front  rv  de  S  avec  la 
courbe  méridienne  principale.  Cette  courbe  n'étant  pas  déterminée, 
voici  comment  il  faut  opérer  pour  construire  ces  points  particuliers. 

Ces  points,  situés  à  la  rencontre  de  la  ligne  de  front  rv  avec 
l'hyperboloïde,  se  trouveront  sur  deux  parallèles  de  cette  surface. 
Ces  parallèles  peuvent  être  engendrés  par  les  points  demandés  quand 
on  fera  tourner  cette  ligne  de  front  autour  de  l'axe  de  rotation  de 
l'hyperboloïde  ;  ils  appartiennent  donc  au  cône  de  révolution  décrit 
par  rv.  Comme  les  points  démandés  se  trouvent  sur  des  parallèles 
du  cône,  et  qu'ils  ne  peuvent  jamais  être  situés  en  dehors  des  géné- 
ratrices de  l'hyperboloïde,  ils  doivent  se  trouver  sur  ies  parallèles 
engendrés  par  les  points  de  rencontre  d'une  génératrice  quelconque 
AB  de  l'hyperboloïde  avec  le  cône  décrit  par  rv. 

Déterminons  donc  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  AB 
avec  ce  cône. 

A  cet  effet,  par  le  sommet  r^  menons  une  droite  parallèle  à  AB  ; 
cette  droite,  avec  AB,  déterminent  un  plan  qui  coupe  le  cône  suivaat 
les  deux  génératrices  rT  et  rU,  lesquelles  rencontrent  AB  aux  points 
zetp.  Ces  deux  derniers  points  décrivent  deux  parallèles  de  l'hyper- 
boloïde, et  les  points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  la  ligne  de 
front  du  plan  sécant  sont  les  deux  points  demandés  Zi  et^j. 

Propriété.  Ces  points  sont  ceux  oii  la  courbe  de  section  plane 
rencontre  la  courbe  du  contour  apparent,  la  méridienne  principale 
de  l'hyperboloïde.  En  ces  deux  points,  ces  deux  courbes  doivent  être 
tangentes;  elles  ne  peuvent  se  couper,  et  la  première  ne  peut  avoir 
un  de  ses  points  au-delà  de  la  seconde,  car  un  tel  point  n'appartien- 
drait plus  à  la  surface. 

Tangente  en  un  point  de  la  courle.  La  tangente  au  point  K  est  la 
ligne  d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tangent  à  l'hyperbo- 
loïde ayant  ce  point  pour  point  de  contact. 
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Ce  plan  tangent  est  déterminé  par  les  deux  génératrices  KF 
et  KJ  des  deux  systèmes  qui  passent  par  ce  point.  La  première  trace 
Q'N'  de  ce  plan  rencontre  la  trace  de  même  nom  du  plan  sécant  au 
point  W;  WK  sera  la  tangente  demandée. 

Remarque.  Chaque  point  de  la  courbe  de  section  plane  a,  sur 
cette  courbe,  un  point  qui  lui  est  symétrique  par  rapport  à  l'axe  YX. 
Cette  propriété  existe  encore  sur  Pj  ;  elle  permet  de  construire  faci- 
lement plusieurs  points  de  la  courbe  ainsi  que  les  tangentes  en  ces 
points  (Problème  général  des  sections  planes). 

Ralattement  de  la  courhe.  Les  propriétés  de  ces  axes  de  symétrie 
facilitent  le  rabattement  de  la  courbe  de  section  plane  et  de  ses 
tangentes.  Ce  rabattement  a  été  fait  autour  de  Pg. 


Section  plane  hyperbolique. 


177.  Problème  III.  Construire  la  section  plane  hyperbolique  de 
Vhyperloloïde  de  révolution,  à  une  nappe. 

Solution  dans  l'espace.  Voir  les  deux  problèmes  précédents. 

Solution  graphique  (Ep.  104).  L'hyperboloïde  est  représenté 
par  son  axe  de  rotation  0  et  par  une  génératrice  ABC  parallèle  à  Pg. 
La  première  projection  A'B',  tangente  à  la  projection  du  cercle  de 
gorge,  est  prolongée  de  la  longueur  B'C— A'B'. 

Cône  asymptotique.  Par  le  centre  D  de  l'hyperboloïde,  menons 
DE  parallèle  à  AB.  Le  cône  asymptotique  aura  pour  base  une  cir- 
conférence dont  le  rayon  est  égal  à  D'E'^A'B'. 

Par  le  sommet  du  cône  asymptotique,  menons  un  plan  U,  paral- 
lèle au  plan  sécant  T  ;  il  coupe  le  cône  suivant  deux  génératrices 
DF  et  DG,  donc  (175)  la  section  est  une  hyperbole. 

Asymptotes  de  la  section  plane.  Les  asymptotes  sont  des  tan- 
gentes dont  les  points  de  contact  avec  la  courbe  sont  reculés  à  l'in- 
fini. Ces  points  de  contact  appartiennent  à  des  génératrices  de 
l'hyperboloïde  qui  rencontrent  la  courbe  à  l'infini,  donc  aux  géné- 
ratrices parallèles  à  DF  et  à  DG.  Comme  l'asymptote  est  en  réalité 
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une  tangente,  ces  lignes  sont  situées  dans  des  plans  tangents  à  l'hy- 
perboloïde  et,  comme  le  point  de  contact  de  ces  tangentes  avec  la 
courbe  tracée  sur  ]a  surlace  est  à  l'infini  et  sur  les  génératrices 
parallèles  à  DG  et  à  DF,  les  asymptotes  seront  dans  les  plans  tangents 
particuliers  menés  par  ces  génératrices,  et  pour  lesquels  les  points 
de  contact  sont  à  l'infini.  L'intersection  de  chacun  de  ces  plans  tan- 
gents avec  le  plan  sécant  sera  une  asymptote  de  l'hyperbole. 

Construction  des  asymptotes.  La  génératrice  DG  du  cône  ayant 
sa  première  trace  en  G',  la  génératrice  du  premier  système  qui  lui 
est  parallèle  sera  la  ligne  MI  dont  la  trace  sur  P,  est  en  1'. 

Par  MI,  menons  un  plan  tangent  à  l'hyperboloïde,  ayant  son 
point  de  contact  à  l'infini.  Ceci  revient  à  mener,  par  cette  droite,  un 
plan  quelconque  ;  mais,  comme  le  point  de  contact  de  ce  plan  doit 
être  à  l'infini,  il  faut  qu'il  soit  mené  par  MI  et  par  une  génératrice 
du  second  système  LH  parallèle  à  ML  Le  point  de  contact  de  ce 
plan  est  au  point  de  rencontre  de  ces  deux  génératrices,  donc  à  l'in- 
fini. L'intersection  de  ce  plan  avec  le  plan  sécant  sera  la  droite  QR, 
première  asymptote  de  la  courbe. 

La  seconde  asymptote  se  construit  de  la  même  manière  ;  ce  sera 
la  ligne  RS. 

Axe  imaginaire  de  la  courte.  Nous  savons  que  la  droite  d'inter- 
section du  plan  sécant  avec  le  plan  méridien  qui  lui  est  perpen- 
diculaire est  un  axe  de  la  courbe  de  section  plane.  Les  points  de 
rencontre  de  cet  axe  avec  la  surface  sont  les  sommets  de  la  courbe. 

Or,  si  nous  exécutons  les  constructions  nécessaires  à  la  déter- 
mination de  ces  sommets  (voir  problème  précédent),  nous  voyons 
que  la  génératrice  AB  ne  rencontre  pas  le  cône  de  révolution  décrit 
par  TW,  ligne  de  plus  grande  pente  du  plan  sécant.  Ces  sommets 
n'existent  donc  pas  sur  cette  ligne  et,  par  conséquent,  cette  dernière 
est  un  axe  imaginaire. 

Axe  transverse.  —  Sommets.  Pour  avoir  Taxe  transverse,  il  suffit 
de  mener,  dans  le  plan  de  la  courbe,  et  par  son  centre  R,  point  de 
rencontre  des  asymptotes,  une  droite  perpendiculaire  à  l'axe  ima- 
ginaire. 

A  cet  effet,  coupons  le  plan  sécant  et  l'hyperboloïde  par  un 
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plan  parallèle  à  Pj  passant  par  R.  Ce  plan  coupe  le  plan  sécant  sui- 
vant une  parallèle  à  Tj,  donc  suivant  une  perpendiculaire  à  la  ligne 
de  plus  grande  pente  de  ce  plan.  Cette  droite  est  Vaxe  transverse 
de  l'hyperbole. 

Le  même  plan  auxiliaire  coupe  l'hyperboloïde  suivant  un  paral- 
lèle, et  les  points  d'intersection  de  l'axe  transrerse  avec  ce  parallèle 
sont  les  sommets  X  et  Y  de  la  courbe  de  section  plane. 

Points  de  la  courbe.  —  1°  Points  sur  le  cercle  de  gorge.  Ces  points 
se  déterminent  à  l'aide  du  plan  du  cercle  de  gorge  considéré  comme 
plan  sécant  auxiliaire. 

2**  Points  intermédiaires.  On  coupera  par  des  plans  auxiliaires 
situés  au-dessus  et  au-dessous  du  cercle  de  gorge,  et  également 
espacés  des  deux  côtés  de  ce  plan,  etc. 

Nous  obtenons  ainsi  les  points  III,  IV  etc. 

Points  situés  sur  le  méridien  principal.  Pour  avoir  les  points 
situés  sur  le  méridien  principal,  donc  sur  une  ligne  de  front  du  plan 
sécant,  faisons  tourner  cette  ligne  TV,  qui  rencontre  l'axe  au  point 
T,  autour  de  cet  axe.  Elle  engendrera  un  cône  qui  est  percé  aux 
points  Z  et  o  par  une  génératrice  AB  de  l'hyperboloïde.  Les  deux 
points  Z  et  a  décrivent  des  parallèles  du  cône  et  de  l'hyperboloïde, 
lesquels  rencontrent  le  méridien  principal  en  des  points  qui  sont  les 
points  demandés  (Problème  précédent).  L'un  de  ces  points  Z  est  con- 
struit, l'autre  point  tombe  en  dehors  du  cadre  de  notre  épure. 

Si  l'on  construit  la  courbe  méridienne  principale  de  l'hyperbo- 
loïde, cette  courbe  touchera  la  courbe  de  section  plane  aux  points  pré- 
cédemment déterminés.  (Voir  problème  précédent). 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  Pour  construire  la  tangente 
au  point  II,  on  construit,  en  ce  point,  deux  génératrices  de  systèmes 
différents.  Le  plan  de  ces  génératrices  sera  un  plan  tangent  à  l'hy- 
perboloïde; il  coupe  le  plan  sécant  suivant  II?  qui  est  la  tangente 
demandée. 

178.  Remarque.  La  construction  graphique  de  la  section  para- 
loligue  se  déduit  à  peu  près  de  la  solution  graphique  développée  pour 
les  sections  elliptique  et  hyperbolique.  Nous  nous  contenterons  donc 
de  renvoyer,  pour  ce  problème,  aux  deux  paragraphes  précédents. 


Chapitre   V. 


Intersection  d'une  surface  de  réyolution 
avec  une  surface  quelconque. 


Surface  de  révolutiou  et  surface  récriée  développable. 


179.  Problème  général.  Construire  la  lig)ie  d'intersection  d'une 
surface  de  révolutio7i  et  d'une  snrfaie  réglée  dévelopimlle  quelconque. 

Solution  générale.  Conformément  au  §  13,  on  coupe  les  deux 
surfaces  par  des  plans  parallèles  à  Pj,  donc  perpendiculaires  à  Taxe 
de  rotation  de  la  surface  de  révolution.  Un  tel  plan  coupe  cette  der- 
nière surface  suivant  un  parallèle  et  la  développable  suivant  une 
ligne  L.  Los  points  de  rencontre  du  parallèle  avec  L  appartiennent 
à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces.  Pour  avoir  les  points  de 
rencontre  du  parallèle  avec  L,  on  se  sert  des  solutions  données  pour 
la  recherche  des  points  de  rencontre  d'une  ligne  (le  parallèle)  avec 
une  développable.  Ces  points  appartiendront  également  à  la  courbe 
L  tracée  sur  cette  développable.  Il  est  donc  inutile  de  construire  L 
et  il  suffit  de  déterminer  les  points  de  rencontre  du  parallèle  avec  la 
développable. 

Le  problème  général  de  l'intersection  d'une  surface  de  révolu- 
tion avec  une  développable  est  donc  ramené  au  problème  de  la 
construction  des  points  de  rencontre  d'une  courbe  avec  une  déve- 
loppable. 
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Le  problème  général  comporte  plusieurs  cas  particuliers;  la  développable, 
qui  est  un  cylindre  ou  un  cône ,  a  pour  base  une  courbe  quelconque  ou  une 
circonférence  de  cercle. 

Nous  aurons  donc  les  quatre  problèmes  suivants  : 

Intersection         /  .  /  (    quelconque I; 

cylindre     vas. 

(      Cl 


d'une               )  )  (  circulaire  II; 

I  de  révolution  )  )  ,        (  quelconque III; 

1  cône        f  base  \      .      ,  . 

et  d  un             \  \  J  circulaire IV. 


Cylindre  à  base  quelconque  et  surface  de  révolution. 


180.  Problème.  Construire  la  courbe  d'intersection  d'un  tore  et 
d'un  cylindre  à  base  quelconque. 

Solution  graphique  (Ep.  J05).  Cojistruction  d'un  point  de  la 
courbe. 

On  coupe  le  tore  et  le  cylindre  par  un  plan  parallèle  à  Pj.  Ce 
plan  coupe  le  tore  suivant  deux  parallèles  appartenant,  l'un  à  la 
nappe  extérieure,  l'autre  à  la  nappe  intérieure.  Le  cylindre  sera 
coupé  suivant  une  courbe  L  égale  et  parallèle  à  la  base. 

Pour  avoir  les  points  de  rencontre  des  parallèles  avec  le  cylindre, 
on  prend  chacun  d'eux  pour  directrice  d'un  cylindre  parallèle  au 
cylindre  donné;  ces  cylindres  auxiliaires  auront  pour  bases  des  cir- 
conférences de  cercle  concentriques  dont  le  centre  est  en  M  et  dont 
les  rayons  sont  respectivement  les  rayons  des  deux  parallèles. 

La  base  du  cylindre  proposé  sera  coupée  par  la  base  de  l'un  des 
cylindres  auxiliaires  aux  points  A'  et  B',  et,  par  la  base  de  l'autre 
aux  points  C  et  D'. 

Ces  points  sont  les  traces  des  génératrices  suivant  lesquelles  les 
cylindres  auxiliaires  coupent  le  cylindre  proposé. 

On  construira  ces  génératrices  et  les  points  de  rencontre  Aj,  Bj, 
Cl  et  Dj  de  ces  lignes  avec  les  directrices  des  cylindres  auxiliaires, 
les  deux  parallèles  intérieur  et  extérieur  du  tore,  appartiennent  à 
la  courbe  demandée. 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  11 
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Parallèles  limites.  —  Points  limites.  Le  parallèle  limite  est  celui 
qui,  pris  pour  directrice  de  la  surface  cylindrique  auxiliaire,  donne 
une  base  qui  touche  la  base  du  cylindre  donné  au  lieu  de  la  couper. 
Les  points  fournis  par  les  parallèles  limites  sont  les  points  limites 
de  la  courbe. 

Ces  parallèles,  ainsi  que  les  points  limites,  ne  peuvent  se>  déter- 
miner que  par  tâtonnement. 

Tangente  en  un 'point  de  la  courbe.  La  tangente  TBj  au  point  Bi 
de  la  courbe  est  la  droite  d'intersection  du  plan  tangent  en  Bi  au 
cylindre  avec  le  plan  tangent  au  même  point  au  tore. 

Ce  dernier  plan  tangent  se  construit  à  l'aide  du  cône  circonscrit 
au  tore  le  long  du  parallèle  Bj . 


Cylindre  à  base  circulaire  et  surface  de  révolution. 


181.  Solution  dans  l'espace.  On  coupe  par  des  plans  paral- 
lèles à  Pi  qui  déterminent,  sur  la  surface  de  révolution,  des  paral- 
lèles, et  sur  le  cylindre,  des  circonférences  de  cercle,  de  même 
rayon  quecelui  de  la  base,  et  dont  les  centres  se  trouvent  aux  points 
d'intersection  de  la  ligne  des  centres  avec  les  plans  coupants. 

Les  points  d'intersection  de  ces  circonférences  de  cercle  avec 
les  parallèles  se  construisent  aisément  et  directement  sans  nécessiter 
l'emploi  de  cylindres  auxiliaires. 

♦»^ 
Applications. 


Les  deux  cas  particuliers  précédents  de  l'intersection  d'un 
cylindre  et  d'une  surface  de  révolution  admettent  des  cas  favorables 
pour  lesquels  les  constructions  graphiques  se  simplifient  beaucoup. 
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182.  Problème  I.  Intersection  d'un  cylindre  droit,  de  révolution 
ou  quelconque,  et  d'une  surface  de  révolution. 

Solution  graphique.  On  coupe  par  des  plans  parallèles  à  P,. 
Un  tel  plan  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  un  parallèle  et  le 
cylindre  suivant  une  courbe  égale  et  parallèle  à  sa  base.  Ces  deux 
lignes  d'intersection  se  projettent  sur  Pj  suivant  des  courbes  dont 
l'une  existe,  la  base  du  cylindre,  et  dont  l'autre  est  une  circonfé- 
rence de  cercle. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  deux  courbes  sont  les  projections 
sur  Pi  des  points  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 

Points  limites.  Les  points  limites  se  trouvent  sur  les  parallèles 
de  la  surface  de  révolution  dont  les  projections  sur  Pj  sont  tangentes 
à  la  base  du  cylindre.  Les  tangentes  en  ces  points  sont  parallèles 
àP,. 

Points  situés  sur  les  génératrices  du  contour  apparent  du  cylindre. 
Ces  points  se  trouvent  sur  les  parallèles  dont  les  projections  sur  Pj 
passent  par  les  traces  de  même  nom  des  génératrices  du  contour 
apparent  du  cylindre. 

183.  Problème  II.  Intersection  d'une  sphère  et  d^un  cylindre 
oblique  à  hase  quelconque  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  Pj. 

Solution  graphique.  On  coupe  le  cylindre  et  la  sphère  par  une 
série  de  plans  parallèles  à  Pj. 

Un  tel  plan  coupe  le  cylindre  suivant  une  ou  plusieurs  généra- 
trices, et  la  sphère  suivant  une  circonférence  de  petit  cercle. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  circonférence  avec  ces  généra- 
trices appartiennent  à  la  courbe  d'intersection. 

Pénétration.  —  Arrachement.  Le  cylindre  pénètre  dans  la  sphère 
suivant  une  courbe  fermée  et  sort  de  cette  surface  suivant  une  autre 
courbe,  différente  de  la  première,  si  les  génératrices  des  contours 
apparents  pour  les  deux  projections  percent  les  contours  apparents 
de  la  sphère. 

Le  solide  commun  sera  un  cylindre  terminé  à  ses  deux  bouts  par 
des  parties  de  la  sphère  limitées,  l'une  à  la  courbe  d'entrée,  l'autre 
à  la  courbe  de  sortie  du  cylindre. 

he^  points  limites,  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas,  pour  chaque 
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courbe  se  trouvent  sur  les  génératrices  du  contour  apparent  en  pro- 
jection sur  Pg. 

Les  points  Imites  par  rapport  à  V^  se  trouvent  sur  les  généra- 
trices du  premier  contour  apparent. 

Toute  autre  disposition  des  génératrices  des  contours  apparents 
caractérise  une  intersection  par  arrachement. 

Remarque.  Dans  la  construction  de  la  courbe  d'intersection 
d'un  cylindre  et  d'une  sphère,  un  simple  changement  de  plan  de 
projection  Pg  suffira  pour  ramener  le  cas  général  de  ce  problème  au 
cas  favorable  précédent.  On  n'a  qu'à  prendre  pour  nouvel  axe  de 
projection  une  droite  parallèle  à  la  première  projection  des  généra- 
trices du  cylindre. 


Cône  à  base  quelconque  et  surface  de  révolution. 


183.  Solution  dans  l'espace.  On  coupe  le  cône  et  la  surface  de 
révolution  par  une  série  de  plans  parallèles  à  Pj.  Un  tel  plan  coupe 
la  surface  de  révolution  suivant  un  parallèle,  dont  on  détermine  le 
ou  les  points  de  rencontre  avec  le  cône.  A  cet  effet,  on  prend  le 
parallèle  pour  directrice  d'un  cône  ayant  même  sommet  que  le  cône 
proposé.  Ce  cône  auxiliaire  rencontre  le  cône  donné  suivant  autant 
de  génératrices  que  sa  base,  qui  est  une  circonférence  de  cercle,  a 
de  points  de  contact  ou  d'intersection  avec  la  base  du  cône  proposé. 
Les  génératrices  communes  ainsi  obtenues  coupent  le  parallèle  en 
des  points  qui  appartiennent  au  cône  et  à  la  surface  de  révolution. 

Solution  graphique.  A  déduire  de  la  solution  dans  l'espace. 


Cône  à  base  circulaire  et  surface  de  révolution, 


184.  Solution  dans  l'espace.   La  même  que  celle  du  cas 
précédent. 
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Autrement.  Les  sections  faites  dans  le  cône  et  la  surface  de 
révolution  par  un  plan  auxiliaire  parallèle  à  Pi  sont  deux  circonfé- 
rences de  cercles  parallèles  à  Pj,  dont  on  obtient  les  points  de  ren- 
contre sans  passer  par  les  cônes  auxiliaires. 


Application. 


185.  Problème.  Coiistruire  la  courbe  d'intersection  d'un  ellip- 
soïde de  révolution  et  d\(ii  voue  à  lase  circulaire. 

Solution  graphique  (Ep.  106).  Points  situés  sur  l'équateur. 
Le  plan  de  l'équateur  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  l'équa- 
teur, et  le  cône  suivant  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre 
est  en  C  et  dont  RC  est  le  rayon. 

Les  points  de  rencontre  E  et  Ej  de  l'équateur  avec  cette  circon- 
férence appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Points  situés  sur  un  parallèle  quelconque  H.  Construisons  les 
points  du  parallèle  H  à  l'aide  de  la  solution  générale. 
♦  A  cet  effet,  prenons  le  parallèle  donné  pour  directrice  d'un  cône 
auxiliaire  de  même  sommet  S  que  le  cône  proposé.  Les  deux  cônes 
se  couperont  suivant  les  génératrices  SM  et  SN,  déterminées  par  le 
sommet  commun  et  par  les  points  de  rencontre  M  et  N  des  deux 
bases.  De  ces  deux  bases,  l'une  est  donnée  l'autre,  celle  du  cône 
auxiliaire,  est  une  circonférence  de  cercle  dont  le  centre  est  en  T  et 
dont  T'R'  est  le  rayon.  Les  points  de  rencontre  ^;  et  p^  des  généra- 
trices SM  et  SN  avec  le  parallèle  H  sont  des  points  de  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces. 

Parallèles  limites.  —  Points  limites.  Les  parallèles  limites  sont 
les  parallèles  qui,  pris  pour  directrices,  donnent  pour  les  cônes 
auxiliaires  des  bases  qui  touchent  celle  du  cône  proposé. 

Les  points  de  la  courbe  situés  sur  ces  parallèles  sont  les  points 
limites  de  la  courbe. 

Les  parallèles  limites  ne  se  déterminent  que  par  tâtonnement. 

Tangente  en  un  point  de  la  courVe.  ha  tangente  est  l'intersection 
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du  plan  tangent  eu  ce  point  à  l'ellipsoïde  avec  le  plan  tangent  au 
même  point  au  cône  proposé.  Le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  est  tan- 
gent au  cône  circonscrit  à  cette  surface  suivant  le  parallèle  qui  passe 
par  le  point  que  l'on  considère. 

Si  ce  parallèle  est  l'équateur,  le  plan  tangent  à  l'ellipsoïde  sera 
un  plan  normal  à  P,,  dont  la  trace-projection  est  tangente  à  la  pro- 
jection sur  P,  de  l'équateur.  EX  est,  dans  notre  épure,  la  tangente  à 
la  courbe  au  point  E  de  l'équateur. 


Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution. 

1    coïncident, 
sont  parallèles, 
suivant  que  les  axes  de  rotation  des  surfaces  j    se  coupent, 

se  croisent. 

I.  Les  deux  surfaces  de  révolution  ont  même  axe  de 
rotation.  • 

186.  Ces  deux  surfaces  se  coupent  suivant  autant  de  parallèles 
que  les  courbes  méridiennes  principales  ont  de  points  d'intersection 
ou  de  contact. 

Un  tel  point,  en  effet,  en  tournant  autour  de  Taxe  de  rotation, 
engendre  un  parallèle  qui  fera  partie  de  chacune  des  deux  surfaces. 

II.  Les  axes  de  rotation  sont  parallèles. 

187.  Solution  dans  Tespace.  On  prendra  pour  plan  P,  un 
plan  parallèle  aux  deux  axes. 

On  coupe  les  deux  surfaces  par  une  série  de  plans  peirallèles  à  Pj. 

Un  tel  plan  coupe  chacune  des  deux  surfaces  de  révolution 
suivant  un  parallèle  ;  les  points  de  rencontre  ou  de  contact  des  paral- 
lèles fournis  par  le  même  plan  sécant  appartiennent  à  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces. 

Solutifon  graphique  (Sp".  10^}.  ParaUèUs  limitée.  '^  Poikth- 
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Hmiies.  Les  méridiennes  principales  se  coupent  aux  points  A  et  B. 
Les  plans  auxiliaires  menés  par  ces  points  coupent  les  deux  surfaces 
suivant  des  parallèles  qui  ont  ces  points  pour  points  de  contact. 
A  et  B  appartiennent  donc  à  la  courbe  d'intersection.  Ces  points 
sont  les  points  limites;  en  ces  points,  les  tangentes  à  la  courbe  sont 
parallèles  à  Pj. 

Tout  plan  sécant,  non  compris  entre  les  plans  auxiliaires  qui 
passent  par  les  points  limites,  coupe  les  surfaces  suivant  des  paral- 
lèles qui  ne  se  rencontrent  plus. 

Points  quelconques.  Tout  plan  sécant  situé  entre  A  et  B  coupe 
les  deux  surfaces  suivant  des  parallèles  donnant  deux  points  de 
la  courbe. 

Points  situés  sur  les  e'quateurs.  En  prenant  pour  plans  sécants 
les  plans  des  équateurs,  on  aura  les  points  de  la  courbe  situés  sur 
ces  lignes. 

D  et  D, ,  points  situés  sur  l'équateur  de  l'une  des  surfaces  ; 
E  et  El,  points  sur  l'équateur  de  la  seconde  surface. 

Nature  de  la  courbe.  La  construction  des  points  de  la  courbe 
nous  montre  que  tous  les  plans  auxiliaires  sécants,  à  l'exception  des 
plans  limites,  donnent  deux  points  de  la  courbe  qui  sont  symétriques 
par  rapport  au  plan  des  axes  de  rotation. 

La  courbe  n'aura  par  conséquent  qu'une  seule  branche  en  pro- 
jection sur  Po,  et  à  chaque  point  de  cette  branche  correspondront 
deux  points  de  la  projection  sur  Pj. 

C'est  ici,  dans  le  tracé  de  la  courbe,  que  s'appliquera  utilement 
le  théorème  bien  simple  fourni  par  l'analyse. 

Théorème.  Si  deux  surfaces  de  révolution  sont  du  secotid  degré 
{ellipsoïdes,  etc.)  et  qu'elles  ont  un  plan  principal  commun,  la  projection 
de  la  courte  d'intersection  stir  ce  plan^  ou  sur  tout  plan  parallèle  à  ce 
dernier,  est  une  courbe  du  second  degré. 

Dans  l'exemple  de  notre  épure,  le  plan  des  deux  axes  est  un 
plan  principal  commun  aux  deux  surfaces;  il  divise,  en  effet,  en 
parties  égales,  toutes  les  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  La  tangente  au  point  C^  est  la 
droite  d'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point  à  la  première  sur- 
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face,  avec  le  plan  tangent  au  même  point  à  la  seconde  surface.  Ces 
deux  plans  tangents  se  construisent  à  l'aide  des  cônes  circonscrits. 

Comme  la  courbe  est  divisée  en  deux  parties  symétriques  par  le 
plan  des  deux  axes  de  rotation,  la  tangente  TC  au  point  C  sera 
symétrique  par  rapport  à  ce  plan  h  la  tangente  TjCj  au  point  Cj, 
symétrique  du  point  C,  Ces  deux  tangentes  se  coupent  par  consé- 
quent en  un  point  M  du  plan  principal. 

Points  particuliers . — Tangentes  particulières. —Tangentes  limites. 
Aux  points  limites  A  et  B,  les  tangentes  sont  parallèles  à  Pj  et  per- 
pendiculaires à  Pg. 

Les  plans  tangents  en  ces  points  aux  surfaces  de  révolution 
sont,  en  effet,  tous  les  deux  perdendiculaires  au  méridien  commun, 
donc  à  Pg;  ils  se  coupent  donc  suivant  une  perpendiculaire  à  ce  plan. 
Cette  perpendiculaire  qui  est  parallèle  à  P,  sera  la  tangente  limite. 
Les  points  A  et  B  sont  donc  respectivement  le  point  le  plus  las  et  le 
point  le  plus  haut  de  la  courbe. 

Points  situés  sur  les  équateurs.  Les  tangentes  en  ces  points  se 
projettent  sur  Pj  suivant  des  tangentes  à  la  projection  de  même  nom 
des  équateurs. 

En  effet,  pour  chacun  de  ces  points,  un  des  plans  tangents  sera 
normal  à  Pj-,  sa  trace-projection  sur  P,,  projection  de  la  tangente, 
sera  donc  tangente  à  la  projection  de  l'équateur  sur  Pj. 

Les  tangentes  aux  points  symétriques  sont  encore  symétriques 
par  rapport  au  plan  des  deux  axes  et  se  coupent  en  N  et  P  sur  ce  plan. 

Les  projections  sur  Pg  de  ces  tangentes  nécessitent  les  opéra- 
tions exposées  pour  la  construction  de  la  tangente  en  un  point. 

Tracé  de  la  courbe.  La  courbe  appartient  aux  deux  surfaces  et 
par  suite ,  en  projection  sur  Pi ,  on  ne  tracera  en  plein  que  la 
branche  qui  relie  les  points  situés  au-dessus  du  plus  grand  des 
deux  équateurs. 

En  projection  sur  Pj  la  courbe  est  entièrement  à  tracer  en  plein. 

III.  Les  deux  axes  de  rotation  se  croisent. 

188.  Solution  dans  l'espace.  Prenons  Pg  parallèle  aux  axes  de 
rotation  et  Pj  perpendiculaire  à  l'un  des  axes. 
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Les  deux  axes  se  coupant  au  point  z.  Ce  point  sera  pris  pour 
centre  d'une  série  de  sphères  à  l'aide  desquelles  on  coupe  les  deux 
surfaces  proposées. 

Une  telle  sphère  aura  même  axe  de  rotation  avec  chacune  des 
deux  surfaces,  et  coupera  chacune  d'elles  suivant  un  parallèle.  Les 
points  de  rencontre  des  parallèles  déterminés  par  la  même  sphère  sont 
des  points  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  proposées. 

Solution  graphique  (Ep.  108).  La  surface  dont  l'axe  est  per- 
pendiculaire à  Pj  est  représentée  par  ses  deux  contours  apparents; 
l'autre  par  sa  méridienne  principale. 

Points  de  la  courbe.  La  sphère  qui  a  zr  pour  rayon  coupe  la  pre- 
mière surface  suivant  le  parallèle  mn,  et  la  seconde  suivant  le  paral- 
lèle j9r.  Ces  deux  parallèles,  dont  les  plans  sont  perpendiculaires  à 
Pj,  se  coupent  suivant  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan  et  se 
projetant  au  point  C",  projection  des  deux  points  C  et  C,  suivant 
lesquels  les  deux  parallèles  se  coupent.  Ces  points  appartiennent 
à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Points  limites.  Les  points  déterminés  par  les  gphères  de  rayons 
2.V  et  z"b"  sont  les  points  limites  de  la  courbe.  Toute  sphère  auxi- 
liaire dont  le  rayon  n'est  pas  compris  entre  les  limites  z"a"  et  z"b" 
ne  peut  donner  des  points  de  la  courbe.  Les  sphères  z"a"  et  z"b"  sont 
donc  les  sphères  limites.  Elles  déterminent  les  points  limites  a  et  b. 

Ces  points  sont  aussi  les  points  d'intersection  des  deux  méri- 
diennes principales  des  surfaces  de  révolution. 

En  ces  points,  les  tangentes  à  la  courbe  sont  parallèles  à  Pi  (187). 

Points  situés  sur  les  e'quateurs.  Les  points  situés  sur  les  équa- 
teurs  sont  déterminés  par  les  sphères  qui  coupent  les  surfaces  sui- 
vant, ces  lignes;  e  et  e,  sont  les  points  situés  sur  l'équateur  de  la 
surface  inclinée,  /et/i  les  points  situés  sur  l'équateur  de  la  surface 
dont  l'axe  de  rotation  est  normal  à  Pj. 

Nature  de  la  courbe.  La  courbe  se  projette,  comme  dans  le 
second  cas.  suivant  une  courbe  du  second  degré  sur  Pg. 

Les  surfaces  de  révolution  sont  par  hypothèse  du  second  degré 
et  ont  un  plan  principal  commun  parallèle  à  Pgi  1^  P^^^  des  deux 
axes  de  rotation, 
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Toute  corde  perpendiculaire  à  ce  plan  est  divisée  par  ce  plan 
en  deux  parties  égales. 

De  là,  et  de  la  construction  des  points  de  la  courbe,  il  résulte 
que  celle-ci  n'a  qu'une  branche  en  projection  sur  Pg  et  qu'en  projec- 
tion sur  Pi  la  courbe  est  divisée  par  mn  en  branches  symétriques 
par  rapport  à  cette  ligne,  trace- projection  du  plan  principal. 

Tangente  en  un  'point  de  la  courbe.  La  tagente  au  point  d^  est  la 
droite  d'intersection  du  plan  tangent  en  dy  à  la  surface  dont  l'axe  est 
normal  à  Pj  avec  le  plan  tangent  en  d^  à  la  surface  inclinée. 

Le  plan  tangent  à  la  première  surface  a  pour  trace  sur  Pi  la 
droite  Hi. 

Pour  construire  le  plan  tangent  à  la  surface  inclinée,  on  ne  peut 
plus  se  servir  du  cône  circonscrit  le  long  du  parallèle  qui  passe  par 
d^ ,  mais  on  se  sert ,  avec  avantage ,  de  la  normale  en  ce  point  à 
la  surface. 

Cette  normale  au  point  d^  rencontre  l'axe  de  rotation  au  point  s, 
point  qui  est  le  même  que  celui  suivant  lequel  la  normale  au  point  v 
à  la  courbe  méridienne  principale  rencontre  cet  axe. 

La  normale  d^s  déterminée,  le  plan  perpendiculaire  en  d^  à  cette 
droite  sera  tangent  en  ce  point  à  la  surface  de  révolution  inclinée. 
Le  problème  revient  donc  à  mener,  au  point  <?i,  un  plan  perpendi- 
culaire à  diS. 

La  ligne  de  front  de  ce  plan  menée  par  d^  sera  la  droite  dyWi^ 
perpendiculaire,  en  projection  sur  Pj,  à  la  projection  d'\s"  de  la 
normale. 

La  première  trace  du  plan  demandé  passera  par  w'  et  sera  per- 
pendiculaire à  la  projection  s^d\  de  la  normale.  Cette  trace  w'T' 
rencontre  la  t^^ace  Hj  du  plan  tangent  à  la  première  surface  au 
point  T'  qui,  uni  au  point  d'  donne  d'Ty  pour  projection  de  la  tan- 
gente sur  Pi . 

La  tangente  au  point  d,  symétrique  de  <?j,  passera  par  y,  point 
de  rencontre  de  la  tangente  en  d^  avec  le  plan  principal. 

Ta  iQentes  limites.  Les  tangentes  aux  points  limites  a  et  J  sont 
les  tangentes  limites.  Elles  sont  parallèles  à  Pj.  En  effet,  elles  ré- 
sultent chacune  de  l'intersection  de  deux  plans  tangents  perpendi- 
culaires au  même  plan  méridien  commun  aux  deux  surfaces. 
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Les  points  a  et  l,  points  de  rencontre  des  courbes  méridiennes, 
sont  donc  respectivement  le  point  le  plus  haut  et  le  point  le  plus  las 
de  la  courbe. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe  situe'  sur  l'équateur  de  la  sur- 
face normale  «  Pp  La  tangente  au  point /^  se  détermine  comme  la 
tangente  ou  point  d^.  Le  cône  circonscrit  à  la  surface  dont  Taxe  est 
normal  à  Pj  devient  un  cylindre  ;  la  trace  sur  Pj  du  plan  tangent  à 
cette  surface  sera  tangente  en  /i  à  la  projection  de  même  nom  de 
l'équateur.  La  trace  sur  Pi  du  plan  tangent  à  la  seconde  surface  se 
détermine  à  l'aide  de  la  normale /i^j. 

Remarque.  Les  tangentes  en  /  et  en  /i ,  sont  encore  symé- 
triques par  rapport  au  plan  principal. 

Tracé  de  la  courbe.  La  projection  sur  Pi  de  la  seconde  surface 
n'étant  pas  donnée,  on  tracera  en  plein  la  branche  de  courbe  fedca 
Cid^e^fi  qui  est  la  projection  de  la  branche  située  au-dessus  de  l'équa- 
teur en  projection  sur  Pg. 

IV.  Les  axes  se  croisent. 

189.  Solution  dans  l'espace.  Prenons  Pi  perpendiculaire  à 
l'un  des  axes  et  P,  parallcie  au  plan  des  deux  axes.  On  coupe  par 
des  plans  parallèles  à  P,. 

Un  tel  plan  coupe  la  première  surface  suivant  un  parallèle  et  la 
seconde  surface  suivant  une  courbe,  dont  les  points  de  contact  et  de 
rencontre  avec  le  parallèle  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces  de  révolution. 

Pour  obtenir  la  courbe  d'intersection  du  plan  auxiliaire  avec  la 
seconde  surface,  on  peut  procéder  comme  suit  :  On  coupe  la  surface 
et  le  plan  auxiliaire  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  de  rotation  ; 
ce  plan  coupe  la  surface  suivant  un  parallèle  et  le  plan  suivant  une 
parallèle  à  Pj,  laquelle  peut  couper  le  parallèle  en  des  points  qui 
appartiennent  à  l'intersection  cherchée. 


Points  de  rencontre  d'une  ligne  quelconque  avec  une  surface 
de  révolution. 


190.  Problème.  Construire  les  f  oints  de  rencontre  d'une  ligne 
quelconque  avec  une  surface  de  révolution. 

Solution  dans  Tespace.  On  prend  la  ligne  donnée  pour  géné- 
ratrice d'une  surface  de  révolution  ayant  même  axe  que  la  surface 
proposée.  Les  deux  surfaces  de  révolution  de  même  axe  se  coupent 
suivant  des  parallèles  ;  les  points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec 
la  ligne  proposée  sont  les  points  où  cette  dernière  coupe  la  surface 
donnée. 

Solution  graphique  (Ep.  109).  On  construit  la  méridienne 
principale  de  la  surface  auxiliaire  (136). 

Cette  méridienne  principale  rencontre  eu  «  et  P  celle  de  la  sur- 
face proposée. 

Les  parallèles  engendrés  par  «  et  P  appartiennent  aux  deux 
surfaces  de  révolution  et  coupent  la  ligne  proposée  aux  points  a  et  b^ 
points  où  cette  ligne  coupe  la  surface  de  révolution. 


Application. 


191.  Problème.  Trouver  les  joints  de  rencontre  d'une  droite  avec 
un  hyperloloïde  de  révolution  à  une  nappe ,  la  droite  rencontrant 
Vaxe  de  rotation. 

Solution  graphique  (Ep.  110).  Les  points  de  rencontre  de 
cette  droite  sa  avec  l'hyperboloïde  appartiennent  à  des  parallèles 
de  la  surface  ,  lesquels  parallèles  appartiennent  également  à  la 
surface  conique  qu'engendrerait  sa  si  elle  tournait  autour  de  l'axe 
de  rotation  sm. 

Ces  parallèles  peuvent  donc  se  déterminer  en  cherchant  les 
points  de  rencontre  d'une  génératrice  quelconque  M  l'hyperboloïde 


—     173     — 

avec  le  cône  auxiliaire  décrit  par  la  droite  proposée.  Les  points  de 
rencontre  ainsi  obtenus  décrivent  les  parallèles  demandés. 

Par  le  sommet  s  du  cône,  menons  une  parallèle  se  à  la  généra- 
trice M;  se  et  M  déterminent  un  plan  qui  coupe  le  cône  suivant  les 
deux  génératrices  sf  et  sh,  lesquelles  rencontrent  la  génératrice  bd 
de  l'hyperboloïdc  aux  points  /  et  k. 

Les  parallèles  décrits  par  les  points  ainsi  trouvés  rencontrent  la 
droite  proposée  aux  points  &i  et/j,  points  suivant  lesquels  l'hyper- 
boloïdc de  révolution  est  rencontré  par  la  droite  sa. 


LIVRE  IV 


SURFACES  REGLEES  GAUCHES 


Chapitre  premier. 


Considérations  générales. 


Génération. 


192.  Une  surface  gauche  est  engendrée  far  une  droite  qui  se 
meut  de  manière  que  deux  de  ses  positions  consécutives,  infiniment  rap- 
prochées ne  se  trouvent  jamais  dans  un  même  plan. 

Pour  réaliser  cette  condition,  il  faut  assujettir  la  génératrice  à 
s'appuyer  sur  trois  directrices,  ou  bien  sur  deux  directrices  et  à  rester 
parallèle  à  un  plan  appelé  plan  directeur. 

En  effet,  si  nous  assujettisons  la  génératrice  à  s'appuyer  seule- 
ment sur  une  ou  même  sur  deux  directrices  invariables  de  forme  et 
de  position,  le  mouvement  de  cette  droite  n'est  pas  déterminé. 

Par  un  point  quelconque  A  de  l'une  des  directrices,  on  peut,  en 
effet,  mener  une  infinité  de  droites  s'appuy;  iit  sur  les  deux  direc- 
trices. 
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Démontrons  donc  : 

I.  Qu'une  droite  assujettie  à  s'appuyer  sur  trois  directrices  en- 
gendre, en  géiiéral,  une  surface  gauche  ; 

IL  Qu'uue  droite  assujettie  à  se  mouvoir  parallèlement  à  un  plan 
et  à  s'appuyer  sur  deux  directrices,  détermine,  en,  général,  une  surface 
réglée  gauche. 

Premier  mode  de  génération.  —  Trois  dh'ectrices. 

D'abord,  trois  directrices  suffisent  pour  déterminer  une  surface 
réglée. 

Une  surface,  en  eifet,  est  déterminée,  quand  on  en  connaît  les 
directrices  et  la  manière  de  construire,  en  un  point  quelconque  de 
Tune  d'elles  ,  une  génératrice  ou  un  nombre  fini  de  génératrices  , 
autant  que  la  nature  de  la  surface  en  comporte  en  ce  point  (4). 

Directrices  reciilignes.  Par  un  point  quelconque  A  pris  sur  la 
directrice  Dj,  on  peut  toujours  faire  passer  une  droite  BC  qui  s'ap- 
puie à  la  fois  sur  D  et  Dg. 

La  surface  réglée  est  donc  déterminée. 

Directrices  curvilignes.  Le  point  quelconque  A  de  Dj  peut  être 
pris  pour  sommet  d'un  cône  ayant  D  pour  directrice,  et  pour  sommet 
d'un  autre  cône  ayant  Dg  pour  directrice.  Ces  deux  surfaces  coniques 
de  même  sommet  se  coupent  suivent  une  ou  des  droites  passant  par 
A  et  s'appuyant  sur  D  et  D-. 

La  surface  réglée  est  donc  déterminée. 

Cette  surface  ainsi  déterminée  est,  en  général,  une  surface  gauche. 
Soient  (Fig.  110)  trois  directrices  D,  Dj,  Dg  et  trois  positions  con- 
sécutives G,  Gi  et  Gg  d'une  génératrice. 

Pour  arriver  de  la  position  G  à  la  position  G,,  la  génératrice  a 
dû  se  déplacer  et  on  peut  supposer  qu'elle  ait  glissé  sur  les  trois 
directrices  ;  elle  se  sera  donc  déplacée  sur  les  éléments  curvilignes 
AAi,  BB,,  ce,,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  sur  les  trois  tangentes 
aux  trois  directrices. 

Pour  que  les  génératrices  G  et  G,  soient  dans  un  même  plan, 
les  tangentes  T,  T,,  Tg  devraient  l'être  aussi,  ce  qui,  en  général, 
n'arrive  pas,  à  moins  qu'on  ne  prenne  des  dispositions  particulières 
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pour  les  trois  courbes,  et  encore  faudrait-il,  pour  que  la  surface  ne 
fût  pas  gauche,  que  cette  condition  exceptionnelle  se  reproduisît  à 
chaque  système  de  points  A,B,C,    Ai,B,,Ci,    A2,B2,Cj,  etc. 

Second  mode  de  génération.  —  Benx  directrices  et  plan 
directeur. 

Soient  (Fig.  111)  les  deux  directrices  courbes  t)  et  î)i  et  le 
plan  P.  Coupons  les  directrices  par  des  plans  parallèles  à  P  aux 
points  A, Al,  B  et  Bi  ;  les  droites  AAj  etBBj  seront  des  génératrices 
de  la  surface.  Cette  surface  est  gauche.  En  effet,  deux  génératrices 
infiniment  voisines  G  et  Gi  ne  sont  pas  dans  un  même  plan  à  moins 
que  les  éléments  curvilignes  AB,  AjBi,  ou,  ce  qui  revient  au  même, 
les  tangentes  T  et  Ti  aux  directrices  aux  points  A  et  Aj  ne  soient 
dans  un  même  plan. 

Cette  condition  peut  certainement  exister,  mais  en  général  c'est 
le  contraire  qui  arrive,  et  encore  faudrait-il,  pour  que  la  surface  ne 
fût  pas  gauche,  que  cette  particularité  eût  lieu  pour  tous  les  sys- 
tèmes de  points  de  la  courbe  tels  que  AA^,  BBj  etc.,  ce  qui  ne  se 
réalisera  que  pour  des  dispositions  particulières  adoptées  pour  les 
directrices. 

193.  Remarques.  I.  Deux  directrices,  insuffisantes  pour  déter- 
miner une  surface  gauche,  suffisent  pour  déterminer  une  surface  déve- 
loppalle. 

Soient  deux  directrices  D  et  Di  (Fig.  112). 

Au  point  A  passe  une  tangente  MA  à  la  directrice  D. 

Par  cette  tangente,  faisons  passer  un  plan,  que  l'on  fera  tourner 
autour  de  MA  jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  directrice  Dj  en  un  point  B. 
Il  contiendra,  dans  cette  position,  la  tangente  NB  à  la  courbe  Di. 

Faisons  rouler  ce  plan,  de  manière  qu'il  touche  toujours  la 
courbe  D,  et  soit  A^  un  nouveau  point  de  contact.  Le  plan  con- 
tiendra la  tangente  aky.  En  le  faisant  tourner  autour  de  cette 
droite  jusqu'à  ce  qu'il  touche  la  courbe  Dj  en  un  point  quelconque 
Bi,  il  contiendra  aussi  la  tangente  JB^N,  à  la  directrice  Dj. 

Les  deux  droites  AB  et  AjBj  s'appuyant  sur  les  deux  directrices, 
sont  des  génératrices  de  la  surface.  On  voit  qu'elles  sont  détermi- 
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nées  par  les  points  de  contact  d'un  certain  plan  qui  roule  sur  les 
directrices  en  les  touchant  dans  chacune  de  ces  positions. 

Si  les  deux  génératric  s  sont  infiniment  voisines,  on  peut  ad- 
mettre que  A,Bi  coïncide  avec  ab,  intersection  commune  des  deux 
positions  infi  liment  voisines  du  plan  roulant. 

La  surface  est  donc  déterminée  quand  on  connaît  deux  direc- 
trices. 

Remarque  II.  Uae  directrice  su$l  lorsqu'elle  est  prise  pour 
arête  de  rebroussement  (Voir  l'hélicoïde  développable). 

194.  Point  central  d'une  génératrice.  On  appelle  ainsi  le 
pied,  sur  cette  génératrice,  de  la  perpendiculaire  qui  lui  est  com- 
mune avec  la  génératrice  consécutive. 

Chaque  génératrice  a  son  point  central. 

Le  point  central  d'une  génératrice  d'une  surface  réglée  déve- 
loppable est  situé  sur  l'arête  de  rebroussement. 

195  Ligne  de  striction.  L'ensemble  des  points  centraux  forme 
une  ligne  appelée  liç.ce  de  striction.  La  ligne  de  striction  divise  la 
surface  gauche  en  deux  nappes. 

On  peut  dire  encore  que  la  ligne  de  striction  est  l'ensemble  des 
lignes  qui  mesurent  la  plus  courte  distance  des  génératrices  infini- 
ment voisines  d'une  surface  gauche. 

196.  Autres  modes  de  génération.  —  Surfaces  direc- 
trices. Dans  la  génération  des  surfaces  gauches,  on  peut  remplacer 
les  lignes  directrices  par  des  sur/aces  directrices  auxquelles  la  géné- 
ratrice doit  rester  tangente. 

Ainsi,  on  peut  exiger  que  la  génératrice  s'appuie  sur  une  courbe 
et  touche  constamment  une  surface  donnée,  en  restant  toujours 
parai  le 'e  au  plan  directeur. 

Ou  bien,  la  génératrice  doit  se  mouvoir  parallèlement  au  plan 
directeur  et  toucher  constamment  deux  surfaces  directrices. 

Construction  d''une  génératrice.  Dans  les  surfaces  à  plan  directeur 
et  à  surfaces  directrices,  la  construction  d'une  génération  se  fait 
comme  suit  : 

On  coupe  la  directrice  et  la  surface  directrice  par  des  plans 
parallèles  au  plan  directeur. 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  12 
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Un  tel  plan  coupe  la  directrice  en  un  ou  plusieurs  points  et  la 
surface  directrice  suivant  une  courbe. 

Par  les  points  obtenus,  on  mène  des  tangentes  à  ces  courbes  ; 
ces  tangentes  sont  des  génératrices  de  la  surface. 

Lorsque  la  surface  n'admet  pas  de  courbe  directrice  mais  bien 
deux  surfaces  directrices,  on  coupe  encore  celles-ci  par  des  plans 
parallèles  au  plan  directeur.  Les  tangentes  communes  aux  deux 
courbes  d'intersection  sont  des  génératrices  de  la  surface. 

Surfaces  sans  plan  directeur.  Si  la  surface  n'admet  pas  de  plan 
directeur,  on  peut  encore  remplacer  une  ou  des  courbes  directrices 
par  des  surfaces  directricps. 

Construction  d'une  génératrice.  Soient  les  deux  courbes  direc- 
trices D  et  Di  et  la  surface  directrice  S.  S^it  un  point  A  pris  sur  D. 
Ce  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  ayant  D,  pour  directrice;  il  est 
en  même  temps  le  sommet  d'un  autre  cône  circonscrit  à  la  surface. 
Ces  deux  cônes  de  même  sommet  se  rencontrent  suivant  dos  généra- 
trices passant  par  A,  s'appuyant  sur  Di  et  tangt>ntes  à  la  surface  S. 

On  pourra,  de  même,  remplacer  deux  courbes  directrices  par  des 
surfaces  directrices  et  même  remplacer  les  trois  courbes  par  trois 
surfaces.  La  construction  d'une  génératrice  sera  toujours  possible, 
mais  elle  donnera  lieu  à  des  constructions  très-compliquées. 

Il  existe  encore  un  grand  nombre  de  modes  de  génération, 
donnant  des  variétés  différentes  de  surfaces.  Toutes  ces  variétés 
peuvent  se  ramener,  quant  à  la  génération,  à  l'une  des  deux  ma- 
nières citées  précédemment  et  d  après  lesquelles  on  classe  généra- 
lement les  surfaces  réglées  gauches. 


Classification  des  surfaces  gauches. 


197.  Les  surfaces  réglées  gauches  comprennent  deux  genres 
Les  surfaces  à  trois  directrices; 
Les  surfaces  à  plan  directeur. 
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Parmi  les  surfaces  gauches  à  plan  directeur  on  distingue  parti- 
culièrement : 

1°  Le  paraioloïde  hyperbolique,  qui  a  ses  deux  directrices  rec- 
tilignes  ; 

2°  Le  conoïde,  qui  est  la  surface  particulière  pour  laquelle  une 
des  deux  directrices  est  une  ligne  droite. 

Le  co..oïde  est  droit,  si  la  directrice  rectiligne  est  perpendicu- 
laire au  plan  directeur. 

La  surface  gauche  à  trois  directrices  la  plus  importante  est 
Vhyperloloïde  à  une  nappe. 

Les  trois  directrices  de  cette  surface  sont  des  lignes  droites. 

Cet  hyperboloïde  ainsi  que  le  paraboloïde  sont  encore  connus 
sous  le  nom  de  surfaces  gauches  du  second  degré. 

L'analyse  prouve,  en  effet,  que  ce  sont  les  seules  surfaces  gauches 
dont  l'équation  ne  s'élève  pas  au-delà  du  second  ordre. 


Propriétés  du  plan  tangent. 


198.  Le  plan  tangent  à  une  surface  réglée  gauche  contient  la 
génératrice  qui  passe  par  le  point  de  contact  (23). 

Théorème.  Le  plan  tange.d  contient  lien  une  génératrice  de  la, 
surface,  mais  il  n'est  pas  tangent  tout  le  long  de  cette  droite.  Pour 
chaque  point  de  cette  génératrice,  le  plan  tangent  varie. 

Soient  g  et  g^  (Fig.  113)  deux  génératrices  consécutives,  infi- 
niment voisines  de  la  surface  gauche. 

Soit  a  le  point  de  contact  d'un  plan  tangent  contenant  la  géné- 
ratrice g,  et  soit  a^  un  deuxième  point  de  cette  droite. 

Prouvons  qu'en  ce  point  «j,  le  plan  tangent  à  la  surface  gauche 
est  différent  de  celui  mené  au  point  n. 

Supposons  un  moment  que  ces  deux  plans  soient  les  mêmes  et 
coupons  les  par  des  plans  quelconques  passant  par  a  et  «i. 

Le  plan  sécant  mené  par  a  coupe  la  surface  suivant  la  courbe 
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M  et  le  plan  tangent  suivant  la  droite  «T,  tangente  à  la  courbe  M 
au  point  a  (11). 

Le  plan  sécant  qui  passe  par  <ï,  coupe  la  surface  suivant  la 
courbe  Mj  et  le  plan  tangent  suivant  la  droite  «iTi,  tangente  en  a^ 
à  Ml. 

Les  deux  courbes  M  et  Mj  rencontrent  la  génératrice  ç  respec- 
tivement en  b  et  Jj,  et  les  éléments  rectilignes  infiniment  petits  ab  et 
ttihi  de  ces  courhes  appartiennent  aux  tangentes  T  et  T,. 

Or,  si  les  deux  plans  tangents  ne  forment  qu'un  seul,  les  tan- 
gentes T  et  T',  et  par  suite  les  éléments  aà  et  a^bi  sont  dans  un 
même  plan. 

Mais  ab  et  a^bi  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan  sans  que 
les  génératrices  ff  et  ^^  soient  dans  ce  plan,  ce  qui  est  impossible,  la 
surface  étant  gauche. 

Donc,  aux  points  a  et  «^  de  la  même  génératrice,  les  plans  tan- 
gents ne  sont  pas  les  mêmes,  et  en  chaque  point  de  cette  droite  le 
plan  tangent  varie. 

Corollaire.  Un  plan  tangent  n'est  donc  tangent  qu'en  un  point 
de  la  génératrice  qu'il  coutient  ;  ce  point  est  le  poi7it  de  contact  du 
plan  tangent. 

Pour  tous  les  autres  points,  la  condition  requise  pour  être  tan- 
gent ne  se  vérifiant  plus,  le  plan  tangent  est  sécant. 

Le  plan  tangent  est  donc  tangent  en  un  point  et  sécant  en  tous 
les  autres  points  de  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  de  contact. 

199.  Déterminer  le  point  de  contact  du  plan  tançetU.  Ce  point  est 
celui  par  lequel  passent  toutes  les  droites  du  plan  tangent  tan- 
gentes à  toutes  les  courbes  tracées  par  ce  point  sur  la  surface. 

Comme  deux  tangentes  sufiisent  pour  déterminer  le  plan  tangent 
et  que  l'une  d'elles  est  une  génératrice,  il  nous  reste  à  trouver  une 
deuxième  tangente.  Cette  deuxième  tangente  rencontrera  la  pre- 
mière, la  génératrice,  en  un  point  qui  sera  le  point  de  contact  du 
plan  tangent. 

Or,  le  plan  tangent  étant  sécant,  il  coupe  la  surface  suivant  une 
droite  ou  une  courbe.  Le  point  de  rencontre  de  cette  droite  ou 
de  cette  courbe  avec  la  génératrice  est  le  point  de  contact  du  plan 
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tangent,  attendu  que  la  tangente  menée  par  ce  point  à  la  courbe  ou 
la  droite  d'intersection  est  dans  le  plan  sécant  qui  est  le  plan  tan- 
gent. 

200.  Théorème.  Tout  flan  passant  par  une  génératrice  d'une 
surface  réglée  gauche  est  un  plan  tangent. 

En  effet,  un  tel  plan  coutieut  une  génératrice,  jjrcwfère  tangente 
à  la  surface. 

Il  coupe  la  surface  suivant  une  droite  ou  une  courbe  et  la  tan- 
gente à  cette  droite  (la  droite  elle-même)  ou  à  cette  courbe  sera  la 
seconde  tatigente  que  ce  plan  contient.  Celui-ci  est  donc  un  plan 
tangent. 

Corollaire.  Par  une  génératrice  d'une  surface  gauche,  on  peut 
mener  une  inûnité  de  plans  tangents. 


Chapitre  IL 


Surfaces  gauches  du  second  degré. 


Hyperboloïde  à  une  nappe. 


201.  Génération.  L'hyperloloïde  à  une  nappe  est  le.  lieu  des 
positions  d\ne  droite  qui  se  meut  en  s' appuyant  sur  trois  droites  fixes , 
non  parallèles  à  un  même  plan  et  deux  à  deux  non  situées  dans  un 
même  plan. 

Nous  démontrerons  (Surfaces  du  second  ordre)  que  la  surface 
ainsi  engendrée  est  identique  avec  la  surface  du  second  degré  appelée 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

Pour  construire,  en  un  point  A  d'une  directrice,  une  génératrice, 
il  suffit  de  résoudre,  en  ce  point,  le  problème  bien  connu  :  Par  un 
point  donné,  mener  une  droite  qui  s'appuie  sur  deux  droites  données  non 
situées  dans  un  même  plan. 

202.  Propriétés  principales.  —  Propriété  I.  L'hyprloloïde 
à  une  nappe  est  une  surface  gauche. 

En  effet,  pour  que  deux  génératrices  consécutives  g  et  g^  soient 
dans  un  même  plan,  il  faudrait  que  les  éléments  rectilignes  AAi, 
BBi,  CCi  le  soient  également.  Les  trois  directrices  seraient  donc 
dans  un  même  plan,  ce  qui  est  contraire  à  la  définition  de  la  surface. 

Propriété  II.  Lhyperloloïde  admet  un  second  mode  de  génération 
rectiligne,  dans  lequel  les  génératrices  du  premier  mode  sont  les  direc- 
trices, et  les  directrices  du  premier  mode  des  génératrices. 

C'est-à-dire  que,  si  l'on  fait  glisser  une  droite  mobile  sur  trois 
génératrices  de  la  surface,  cette  droite  qui,  dans  trois  de  ses  posi- 
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tions particulières  coïnciderait  évidemment  avec  les  trois  directrices, 
engendrera  la  même  surface,  identique  avec  le  premier  hyperboloïde, 
tant  pour  la  forme  qu-'  pour  la  position. 

Cette  propriété  est  un  corollaire  de  la  propriété  fondamentale 
suivante  : 

Propriété  III.  Une  droite  qui  rencoitre  trois  génératrires  de 
VJiyperholo'ide  à  une  nappe  n  ncontre  toutes  les  autres  génératrices  et 
par  co.iséquent  appartient  entièrement  à  la  surface. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  nous  nous  baserons  sur  deux  lemmes. 

I^emnie  I.  Si,  dans  un  triangle,  on  m^ne  une  transversale  quelconque, 
elle  coupe  les  trois  côtés  du  triangle  ou  leurs  prolongements  en  segments  addi- 
tifs ou  soustractifs .  de  manière  que  le  produit  des  trois  segments  non  continus 
est  égal  au  produit  des  trois  autres  segments. 

L.emnie  II.  Si,  dans  un  quadrilatère  gauche,  les  côtés  opposés  sont  coupés 
par  deux  droites  situées  dans  un  même  plan,  ils  le  sont  en  segments  tels,  que 
le  produit  des  quatre  segments  non  adjacents  est  égal  au  produit  des  quatre 
autres  segments, 

Réeiproquement.  Si  les  côtés  opposés  d'un  quadrilatère  gauche  sont  cou- 
pés en  segme7its  tels,  que  le  produit  des  quatre  segments  non  adjacents  est  égal 
au  prodnit  des  quatres  autres  segments,  les  droites  qui  joignent  les  points  de 
division  des  côtés  opposés  sont  dans  un  même  plan  et  par  conséquent  se  ren- 
contrent. 

Démonstration  de  la  propriété  n"  III.  Soifnt  (Fig.  114) 
trois  directrices  D,  D',  D"  (t  trois  génér.itrices  G,  G',  G".  Soit  une 
quatrième  génératrice  G'"  et,  par  le  point  c,  pris  sur  G,  menons  une 
droite  D"'  qui  rencontre  les  deux  génératrices  G'  et  G"  en  /et  o.  Je 
dis  que  D'"  rencontre  également  la  quatrième  génératrice  G'". 

Le  quadrilatère  formé  par  G, G",  D  et  D"  e^t  un  quadrilatère 
gauche  et,  pour  que  D'"  rencontre  G'",  il  faudrait  considérer  ces 
droites  comme  transversales  et  prouver  que 

aC'dm-no  •  qi  =  cd-  mn  •  oq  •  ia  (Lemme  II,  Réciproque). 

Le  quadrilatère  gauche  adng  a  ses  côtés  opposés  D  et  D",  G  et 
G"  coupés  par  les  lignes  D"'  et  G'  ;  ces  transversales  se  rencontrent 
par  hypothèse;  donc,  d'après  le  lemme  II,  on  a  : 
ac.denO'qh  =  cd-en-oq  ha  {l 
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Le  même  quadrilatère,  rencontré  par  les  deux  transversales  D' 
et  G'  qui  se  coupent,  donne  : 

habd.en-pq  =  hq  -ab-de-  np  (2 
Coupé  par  les  deux  transversales  D'  et  G'"  qui  se  rencontrent, 
ce  quadrilatère  donne 

db'dm-  r.p  qi  =  ld-mn'pq-  ia  (3 
En  multipliant  ces  trois  égalités  membre  à  membre  on  aura 
ac-no  -dm  •  qi^cd  ■  mn  oq  •  ia  (A 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Propriétés  de  rh3rperboloïd8  qui  sont  des  corollaires  de 
la  propriété  précédente. 

Propriété  IV.  L'égalité  (A)  peut  so  mettre  sous  la  forme 
suivante 

OG    no  _nm    «^  /«. 
cd    oq~  dm    iq  ^ 

Le  deuxième  membre  de  cette  égalité  est  une  quantité  constante 
qui  ne  varie  qu'avec  les  positions  différentes  que  l'on  pourrait  donner 
aux  lignes  G,  G",  G'",  D  et  D",  lesquelles  sont  considérées  fixes 
pour  la  démonstration  ;  ce  sont  des  données. 

De»  lors,  on  aura  toujours 

mn    ia ^ 

dm     iq 

, .  ia     -rr  dm 

ou  bien  -  =  K  — 

tq  mn 

L'égalité  (B)  deviendra 

ac  no  T7-  T,  »  <îc  ^  qo 
-;  .  —  —  K  ;  d  ou  -j  =  K  -- 
cd    qo         '  cd  no 

Si,  par  l'hypothèse,  les  trois  directrices  D,D'D"  étaient  paral- 
lèles à  un  même  plan,  comme  alors  elles  diviseraient  toutes  les 
droites  qui  s'appuient  sur  elles  en  parties  proportionnelles,  ou  aurait 

ac £a 

do      uo 
d'où  K  =  1 

dm      ia 
et  par  suite  —  =^  -.. 

'^  nm      qi 

Cette  dernière  relation  montre  que  les  directrices  D''  et  D, 
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s'appuyant  sur  trois  génératrices,  sont  divisées  par  ces  génératrices 
en  parties  qui  sont  en  proportion.  Or,  cette  relation  n'a  lieu 
que  lorsque  les  génératrices  sont  elles-mêmes  parallèles  à  un  plan 
différent  du  premier. 

Donc,  si  dam  un  liyperloloïde  à  une  nappe,  les  directrices  sont 
parallèles  à  un  même  plan,  les  génératrices  sont  également  parallèles  à 
un  plan,  différent  du  premier. 

Cette  propriété  nous  servira  plus  tard  pour  démontrer  que, 
dans  ce  cas  particulier,  l'hyperboloïde  à  une  nappe  est  un  paralo- 
loïde  hyperlolique. 

Propriété  V.  En  chaque  point  de  la  surface  passent  deicx  droites 
entièrement  situées  sur  elle. 

A  cause  du  double  mode  de  génération  rectiligne ,  on  peut 
mener,  en  chaque  point  de  la  surface,  une  génératrice  du  premier 
mode  et  une  du  second. 

Propriété  VI.  Um  génératrice  du  premier  système  rencontre 
toutes  les  génératrices  de  Vautre  mode  de  génération. 

En  prenant  trois  génératrices  quelconques  du  second  système 
pour  directrices  du  premier,  on  peut  toujours  construire  une  géné- 
ratrice du  premier  système  s'appuyant  sur  ces  trois  directrices.  Par 
cela  même  la  génératrice  du  premier  système  se  trouve  être  une 
droite  qui  rencontre  trois  génératrices  de  la  surface,  donc  elle  les 
rencontre  toutes. 

Propriété  VII.  Une  génératrice  d'un  mode  est  toujours  parallèle 
à  une  certaine  génératrice  de  Vautre  mode  de  génération. 

On  pourrait  démontrer  cette  propriété  en  disant  qu'une  géné- 
ratrice du  premier  mode  devant  rencontrer  toutes  les  génératrices 
du  deuxième  mode  de  génération,  et  la  surface  étant  illimitée,  les 
génératrices  et  les  directrices  étant  des  droites  prolongées  à  l'infini, 
il  y  en  a  une  qui  ne  sera  rencontrée  qu'à  l'infini,  donc  elle  est  paral- 
lèle à  cette  génératrice. 

On  peut  encore  démontrer  cette  propriété  par  la  construction 
même  de  cette  génératrice. 

Soient  trois  directrices  d,  d\  d"  du  premier  système,  et  g,  g\  g" 
trois  génératrices  du  premier  mode  de  génération. 

12 
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Je  dis  que,  dans  le  second  système  de  génératrices,  il  en  existe 
une  qui  est  parallèle  à  la  génératrice/  du  premier  système.  En  effet, 
parallèlement  à  g\  on  peut  mener  une  droite  s'appuyant  sur  g  et  g" . 
Cette  droite  rencontrant^,  /'  et^',  directrices  du  second  mode,  sera 
une  génératrice  de  ce  mode  de  génération. 

Propriété  VIII.  Denx  génératrices  du  premier  système  ne  sont 
jamais  dans  un  même  plan;  il  en  est  de  même  de  deux  génératrices 
quelconques  du  deuxième  système. 

Les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  devenant  directrices  dans 
l'autre,  deux  des  premières  ne  peuvent  jamais  être  dans  un  même 
plan  (201). 

Propriété  IX.  Trois  génératrices  quelconques,  soit  de  Vun  ou  de 
Vautre  mode  de  génération,  ne  peuvent  jamais  être  parallèles  à  un 
même  flan. 

Comme  les  génératrices  dans  l'un  des  systèmes  sont  direc- 
trices dans  l'autre,  nous  voyons  que  trois  génératrices  ne  peuvent 
être  parallèles  à  un  même  plan  sans  changer  la  nature  même  de 
l'hyperboloïde  (201). 

Propriété  X.  Une  droite  ne  peut  rencontrer  la  surface  en  plus 
de  deux  points  sans  y  être  située  entièrement. 

En  effet,  dès  que  la  droite  a  seulement  trois  points  de  commun 
avec  la  surface,  elle  est  entièrement  sur  celle-ci  (Propriété  III). 

Propriété  XI.  Tout  plan  passant  par  une  génératrice  du  premier 
système  rencontre  la  surface  suivant  une  génératrice  du  deuxième  mode 
de  génération. 

Soit  A  un  point  appartenant  au  plan  et  à  la  surface.  Par  ce 
point,  passe  une  génératrice  du  second  système  ;  elle  rencontre  la 
première  génératrice  ou  elle  lui  est  parallèle  et,  dans  les  deux  hypo- 
thèses, elle  se  trouve  dans  le  plan. 

203.  Du  centre  de  l'hyperboloïde.  —  Vhyperlolo'ide  à  une 
nafpe  admet  un  centre,  c'est-à-dire,  il  existe  un  point  tel,  que  toutes 
les  cordes  de  la  surface  qui  passent  par  ce  point  s'y  trouvent  divisées 
chacune  en  deux  parties  égales. 

Soient  (Fig.  115)  D,  Dj,  Dg  trois  directrices  de  la  surface,  donc 
trois  droites  non  parallèles  à  un  même  plan  et  deux  à  deux  non 
situées  dans  un  même  plan. 
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Construisons  les  génératrices  du  premier  système  parallèles  à 
ces  trois  directrices. 

A  cet  effet,  parallèlement  à  Di,  menons  une  droite  qui  s'appuie 
sur  les  deux  directrices  D  et  D2.  Soit  Ai  cette  génératrice.  Soient 
de  même  Ao  et  A  deux  génératrices  du  second  système  respectire- 
ment  parallèles  aux  deux  directrices  Dg  et  D. 

Ces  six  droites  D,  Dj,  Dg,  A,  Aj,  Ag  se  rencontrant  deux  à  deux, 
forment  un  contour  polyédrique,  et  les  plans  formés  par  ces  lignes 
deux  à  deux  donnent  les  faces  planes  d'un  parallélipipède  mnopqrs  t. 

Je  dis  que  le  centre  de  ce  parallélipipède  est  le  centre  de  Vhyper- 
loloïde. 

Soit  un  point  M"  pris  sur  Dj  ;  par  ce  point,  menons  une  généra- 
trice quelconque  M  Mg  Mj  du  premier  système,  elle  s'appuiera  sur 
les  trois  directrices  D,  Dj,  D^  et  les  rencontre  aux  points  M,  Mg 
et  Ml. 

Sur  Ag,  génératrice  parallèle  à  D2,  prenons  le  point  v-"  et  soit 
nv-"  =  QMg  ;  d'où  ^"m  =  ^-Mg  ; 

Sur  A',  prenons  le  point  f^'  et  soit  sî^'  =^Mi  ; 

Sur  A,  prenons  le  point  v-  et  soit  encore  j9[x  =  SM. 

Traçons  la  diagonale  ^Om  et  joignons  le  milieu  0  de  cette  dia- 
gonale, centre  du  parallélipipède,  aux  points  ji"  et  M".  Puisque 
rMj  =  m^^\  les  deux  triangles  /OM2  et  v^'Om  sont  égaux;  par  suite 
OM2  =  Oi^"  et  de  plus  fx"0M2  est  une  ligne  droite. 

Joignons  de  même  les  deux  points  Mi  et  ."•'  au  point  0.  Les  deux 
triangles  MiO^  et  h-'O^  sont  égaux  car  Oj)  =  O5.  (Diagonale  ^0*  du 
parallélipipède). 

j>Mi  =  5!^'  par  construction. 

Il  en  résulte  que  MiO  =  !^'0  et  que  MiOt^'  est  une  droite  passant 
par  le  centre  0  et  divisée  par  ce  point  en  deux  parties  égales. 

On  prouvera,  par  les  triangles  MjOM  et  f'Oix  que  MOi-i  est  encore 
une  ligne  droite  passant  par  le  centre  et  divisée  en  ce  point  en  deux 
parties  égales. 

Nous  pouvons  déduire  de  ce  qui  précède  que,  puisque  les  points 
M,  Ml  et  Mg  sont  en  ligne  droite,  les  points  t*,  ^  et  n"  le  sont  aussi  et 
que  de  plus  MMjM^  sera  parallèle  à  h-r'ia".  La  droite  i^i^'f^"  ayant  trois 
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de  ses  points  sur  trois  génératrices  A,  Aj,  Ag  du  premier  système, 
sera  donc  une  génératrice  du  second  système. 

Ces  génératrices  étant  parallèles,  on  voit  : 

Que  deux  génératrices  parallèles  de  la  surface  forment  un  flan 
passant  par  le  point  0  et  qu'elles  sont  toutes  les  deux  également  éloignées 
de  ce  point. 

Si  nous  prenons  un  point  quelconque  X  sur  la  génératrice 
MM1M2  et  que  nous  le  joignons  au  point  0,  la  droite  OX  prolongée 
ira  couper  la  génératrice  [x[j.V''  au  point  y  et  par  conséquent  la  sur- 
face au  même  point  y. 

Il  sera  facilement  prouvé  que  OX  =  Oy. 

Cette  relation  étant  vraie  pour  tout  point  des  deux  génératrices 
parallèles,  et  ces  génératrices  ayant  été  prises  dans  une  position 
quelconque,  donc  pouvant  être  changées  de  place  sans  que  les  pro- 
priétés précédentes  soient  modifiées,  il  est  évident  que  cette  relation 
est  générale  et  que,  par  conséquent,  le  point  0  est  bien  le  centre  de 
la  surface. 

Nous  pouvons  appeler  génératrices  principales,  celles  qui  sont 
parallèles  aux  trois  directrices  de  la  surface. 

Nous  voyons  donc  : 

P  Que  Vhyperloloïde  à  une  nappe  admet  un  centre  ; 

2°  Que  ce  centre  est  le  centre  du  parallèlipipède,  dont  les  faces  sont 
déterminées  par  des  plans  formés  par  les  génératrices  principales  et  les 
directrices  d''un  même  système  de  la  surface. 


Paraboloïde  hyperbolique. 


204.  Génération.  Le  paraloloïde  hyperbolique  est  le  lieu  des 
positions  d^une  droite  qui  se  meut  en  s' appuyant  constamment  sur  deux 
droites  fxes,  non  situées  dans  un  même  plan,  et  en  restant  parallèle  à 
un  plan  appelé  plan  directeur. 

Nous  prouverons  que  la  surface  ainsi  engendrée  est  identique 
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avec  la  surface  du  second  degré  qui  porte  le  nom  de  paraboloïde 
hyperbolique. 

Pour  construire  une  génératrice 'on  coupe  les  deux  directrices 
par  un  plan  parallèle  au  plan  directeur.  Les  deux  points  d'intersec- 
tion obtenus  déterminent  une  génératrice  de  la  surface. 

205.  Propriétés  principales.  —  Propriété  I.  Le  paraioîoïde 
hyperlolique  est  une  surface  gauche. 

En  effet,  deux  génératrices  infiniment  voisines  et  même  deux 
génératrices  quelconques  ne  peuvent  être  dans  un  même  plan  sans 
que  les  deux  directrices  le  soient  également. 

Propriété  II.  Tout  plan  parallèle  aux  deux  directrices  coupe 
toutes  les  génératrices  du  faraloloïde  en  des  points  qui  sont  en  ligne 
droite. 

Pour  démontrer  cette  propriété,  il  sufiit  de  prouver  que  les  pro- 
jections de  ces  points  d'intersection  sur  un  plan  non  perpendiculaire 
au  plan  sécant  sont  en  ligne  droite.  Ces  points,  étant  alors  dans  le 
plan  projetant  qui  passe  par  cette  ligne  droite,  laquelle  en  est  la 
trace,  et  dans  le  plan  sécant,  se  trouvent  sur  l'intersection  des  deux, 
donc  sur  une  droite. 

La  démonstration  de  cette  propriété  peut  se  faire  en  projetant 
les  points  de  rencontre  sur  un  plan  parallèle  aux  directrices,  ou 
bien  sur  Pj. 

Première  démonstration.  Soient  (Fig.  116)  PD  le  plan  direc- 
teur, Di  et  D'i'  les  deux  directrices  du  paraboloïde. 

Soient  ge,  g^é  et  y"e"  trois  génératrices  et  a,  l,  c  les  points  sui- 
vant lesquels  elles  sont  rencontrées  par  un  plan  parallèle  aux  direc- 
trices. 

Ces  points  sont  en  ligne  droite  et,  pour  le  prouver,  démontrons 
que,  projetés  sur  un  plan  RQ  parallèle  aux  directrices,  ils  donnent 
a\  V  et  d  en  ligne  droite. 

Pour  opérer  ces  projections,  prenons  pour  projetantes  des 
lignes  parallèles  à  une  droite  du  plan  directeur. 

Les  directrices  se  projettent  sur  le  plan  Q  suivant  des  droites 
qui  leur  sont  parallèles. 

Les  génératrices  se  projettent  suivant  des  droites  parallèles  à 
mn  les  points  a,  h  oie  en  a\  b'  et  c'. 
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Concevons  trois  plans  parallèles  aux  directrices  et  par  consé- 
quent au  plan  Q,  menés  par  les  directrices  Di  et  D'^';  le  troisième 
étant  celui  qui  donne  les  points  a,  b,  c. 

Ces  trois  plans  parallèles  coupent  les  génératrices  comprises 
entre  eux  en  parties  qui  sont  en  proportion, 

j  ffC'       ff'^       ff"o 

donc  --  =  ri  =  %• 

ae       le       ce 

Or,  si  nous  projetons  ces  segments  sur  le  plan  Q  à  l'aide  d'uae 

série  de  droites  projetantes  parallèles,  les  projections  sont  dans  le 

même  rapport  constant  que  les  segments  eux-mêmes. 

rv  ^.a'       g\V       g'\c^ 

Donc  on  aura  ^—  =  ~-r  =  ~~ 

a'  e^       V  e\        c  e\ 

Les  droites  s  et  s'  n'étant  pas  parallèles,  forment,  avec  mn,  un 
triangle  quand  on  les  prolonge  suffisamment.  Or,  si  dans  un  triangle, 
des  côtés  parallèles  à  la  base  sont  divisés  en  parties  qui  sont  en  pro- 
portion, ces  points  de  division  se  trouvent  sur  une  ligne  droite 
passant  par  le  sommet  du  triangle. 

Les  points  a',  l\  c'  sont  donc  en  ligne  droite,  donc  situés  dans 
le  même  plan  projetant  ao)  V  c'c.  Donc  a,l)  ei  c  sont  en  ligne  droite. 

Nous  venons  de  démontrer  que  trois  génératrices  sont  coupées 
en  trois  points  qui  sont  en  ligne  droite. 

Si  nous  prenons  une  quatrième  génératrice,  elle  nous  donnera 
le  point  d'intersection  d  et  ce  point  sera  en  ligne  droite  avec  J  et  c, 
d'après  ce  qui  précède. 

Comme  la  droite  le  et  par  suite  dlc  contient  aussi  le  point  a, 
nous  voyons  que  quatre  génératrices  sont  coupées  en  des  points  qui 
sont  en  ligne  droite.  La  propriété  n°  II  est  donc  générale. 

Seconde  démonstration.  Employons  la  méthode  des  projec- 
tions cotées  et  projetons  sur  Pj,  plan  horizontal.  La  proposition  se 
trouvera  démontrée  si  les  projections  horizontales  des  points  de 
rencontre  des  trois  génératrices  avec  le  plan  coupant,  parallèle  aux 
deux  directrices,  sont  en  ligne  droite. 

Soient  (Fig.  117)  les  deux  directrices  Di  et  D'i*  et  trois  géné- 
ratrices g,  g\  ^".  Un  plan  auxiliaire,  mené  parallèlement  aux  direc- 
trices, sera  déterminé  par  les  deux  droites  d  et  d'  et  coupera  les 
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génératrices  ff,  g'  et  ff",  respectivement  aux  points  «,.  h  et  c.  Il  s'agira 
de  prouver  que  ces  points  sont  en  ligne  droite. 

Les  lignes  T>i  et  d  étant  parallèles,  donnent  les  horizontales  H 
et  H'  égales  et  parallèles  ;  de  même  les  lignes  D'*'  et  d'  donnent  h 
égale  et  parallèle  à  h'. 

Les  lignes  H,  H',  h  et  h'  sont  parallèles  entre  elles  comme 
droites  parallèles  à  une  horizontale  al. 

^  R      hb'R'      ce' 

On  aura  ainsi  -ï:  =  tïh  ^t  ^  =:  — 7. 

h      bb"       h'      ce" 

,,  ,  bV       ce'     ,, 

bb"      ce'    ^ 

Cette  relation  prouve  que  les  points  a,  b  et  c  doivent  être  en 
ligne  droite. 

Si  les  points  a,l  eic  n'étaient  pas  en  ligne  droite,  supposons 
que  ab  prolongée  rencontre  c'e"  au  point  c*  au  lieu  de  c. 

On  aura  JF  =  ^c"    ^^ 

Des  relations  1)  et  2)  ayant  le  même  premier  membre,  on  tire  : 

ce'  c^c' 

c^~c^' 

relation  absurde  à  moins  que  ce'  soit  égale  à  c^c'  et  ce"  =  c^e"  ce  qui 
revient  à  dire,  que  ab  prolongée  passe  par  le  point  c. 

Après  avoir  démontré  que  trois  génératrices  sout  coupées  en 
des  points  en  ligne  droite  par  un  plan  parallèle  aux  directrices,  on 
peut  facilement  prouver  que  quatre  génératrices  et  enfin  toutes  le 
sont  de  la  même  manière. 

Tous  les  points  de  rencontre  tels  que  a,  b,  c,  etc.  sont  donc 
P  dans  le  plan  sécant,  2"  dans  un  plan  vertical,  donc  dans  les  deux 
plans  et  par  conséquent  sur  la  droite  d'intersection  commune,  donc 
en  ligne  droite. 

De  la  propriété  II,  se  déduisent  les  corollaires  suivants  : 

Corollaire  I.  Si  l'on  fait  glisser  une  droite  sur  deux  généra- 
trices quelconques  du  premier  système,  assujettie  en  outre  à  demeurer 
parallèle  à  un  plan  Q,  parallèle  aux  directrices,  cette  droite  engendrera 
le  même  paraboloïde  hyperbolique. 
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Cette  droite  peut  être  considérée  dans  chacune  de  ses  positions 
comme  une  section  rectiligne  obtenue  par  un  plan  parallèle  au  plan 
Q  ;  elle  est  donc,  dans  toutes  ses  positions,  entièrement  sur  la  sur- 
face, donc  elle  l'engendre. 

Corollaire  11.  Le  paraboloïde  hyperloUque  peut  encore  être  en- 
gendré par  une  droite  qui  se  meut  sur  trois  génératrices  du  premier 
système. 

Nous  savons  qu'une  droite  qui  se  meut  sur  trois  droites  fixes  a 
toujours  sa  position  déterminée,  donc,  si  l'on  prend  un  point  a  sur 
l'une  des  génératrices,  il  n'y  a  qu'une  droite  qui  passe  par  ce  point 
et  qui  puisse  s'appuyer  encore  sur  deux  autres  génératrices.  Or,  un 
plan  parallèle  aux  deux  directrices  coupe  déjà  la  surface  suivant 
une  droite  passant  par  a  et  rencontrant  aussi  les  deux  autres  géné- 
ratrices considérées,  il  faut  donc  que  cette  droite  coïncide  avec 
la  première. 

Comme  ce  raisonnement  peut  s'appliquer  à  n'importe  quel  point 
d'une  génératrice  quelconque  de  la  surface,  on  voit  que  partout  la 
droite  en  question  coïncide  avec  une  section  plane  faite  parallèle- 
ment au  plan  Q,  ce  qui,  en  d'autres  termes,  revient  à  dire  que  la 
droite  qui  se  meut  sur  trois  génératrices  du  premier  système  en- 
gendre aussi  le  paraboloïdè  hyperbolique. 

Corollaire  III.  Tout  hyperloïoïde  dont  les  directrices  sont  paral- 
lèles à  un  même  plan  est  un  paraboloïdè  hyperholique. 

Cette  propriété  se  déduit  de  la  précédente.  En  effet,  une  droite 
se  mouvant  sur  trois  droites  non  parallèles  à  un  plan  engendre  un 
hyperboloïde,  et  dès  que  les  droites  directrices  de  son  mouvement 
deviennent  parallèles  à  un  plan  la  surface  engendrée  devient  un 
paraboloïdè. 

Propriétés  du  paraboloïdè  qui  sont  des  corollaires  de  la 
propriété  fondamentale  n°  II. 

Propriété  III.  Le  paraloloïde  Tiyperlolique  admet  un  double 
mode  de  génération  rectiligne. 

Il  admet  : 

1°  Deux  systèmes  de  directrices. 

Les  directrices  dans  l'un  des  systèmes  sont  deux  génératrices  de 
l'autre  mode  de  génération.  I 
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2°  deux  systèmes  de  ge'jiératrkes. 

Les  génératrices  de  l'un  des  systèmes  peuvent  être  prises  pour 
directrices  dans  l'autre  système. 

3°  deux  plans  directeurs. 

Chacun  des  deux  plans  directeurs  est  parallèle  aux  directrices 
du  système  auquel  il  appartient. 

Si  l'un  des  deux  plans  directeurs  est  perpendiculaire  à  l'autre, 
le  paraboloïde  hyperbolique  est  dit  droit  ou  équilatère . 

Propriété  rv.  Le  paraboloïde  hyperbolique  admet  encore  un  troi- 
sième mode  de  génération  rectiligne. 

Il  est  engendré  par  une  droite  qui  se  m,eut  sur  trois  autres  droites 
parallèles  à  un  même  plan. 

Cette  propriété  est  l'interprétation  du  Corollaire  III  de  la  pro- 
position fondamentale. 

Propriété  V.  Par  chaque  point  de  la  surf  ace  passent  deux  droites 
qui  y  sont  situées  entièrement. 

Ce  sont  évidemment,  d'après  ce  qui  précède  : 

1°  Une  génératrice  du  premier  système,  parallèle  au  plan  di- 
recteur ; 

2°  Une  génératrice  du  second  système,  parallèle  au  plan  direc- 
teur du  second  mode  de  génération. 

Propriété  VI.  Aucune  génératrice,  soit  de  Vun  ou  de  Vautre 
mode  de  génération,  ne  peut  être  parallèle  à  la  droite  d'intersection  des 
deux  plans  directeurs. 

En  effet ,  pour  être  parallèle  à  cette  droite  ,  il  faut  que  la 
génératrice  soit  parallèle  à  la  fois  aux  deux  plans  directeurs. 

Donc  les  deux  directrices  D  et  D'  (Fig.  118)  doivent  : 

P  se  croiser  dans  l'espace  ; 

2°  être  parallèles  au  plan  D'i'; 

8°  avoir  deux  points  A  et  B  à  égale  distance  de  ce  plan. 

Or,  cette  dernière  condition  écarte  la  première,  qui  cependant 
est  une  condition  sans  laquelle  la  surface  n'existe  pas.  Donc  la  troi- 
sième condition  ne  peut  exister  et  par  conséquent  aucune  généra- 
trice ne  pourra  être  parallèle  à  la  ligne  d'intersection  des  deux 
plans  directeurs. 

BrEITHOK.  GÉOM.  DESCRIPT.  II.  13 


—     194     — 

Propriété  VII.  Une  génératrice  cTuii  sysUme  m  peut  être  paral- 
lèle à  une  génératrice  appartenant  à  Vautre  mode  de  génération. 

Les  génératrices  du  premier  système  sont  toutes  parallèles  au 
plan  directeur  du  premier  système. 

Les  génératrices  du  second  système  sont  toutes  parallèles  au 
plan  directeur  du  second  mode  de  génération. 

Une  g'nératrice  de  l'un  des  systèmes  qui  serait  parallèle  à  une 
génératrice  de  l'autre,  devrait  être  parallèle  à  la  fois  aux  deux  plans 
directeurs,  donc  à  leur  droite  d'intersection  commune,  ce  qui  est 
impossible. 

Propriété  VIII.  La  surface  se  projette  suivant  deux  systèmes  de 
droites  parallèles  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  d'intersec- 
tion des  deux  plans  directeurs. 

Un  tel  plan  est  perpendiculaire  à  la  fois  à  chacun  des  deux 
plans  directeurs. 

Les  génératrices  du  premier  système,  parallèles  au  plan  direc- 
teur de  ce  système,  se  projetteront  sur  un  plan  perpendiculaire  à  ce 
dernier  suivant  des  parallèles. 

11  en  sera,  pour  la  même  raison,  de  même  pour  les  génératrices 
du  second  mode  de  génération. 

Propriété  IX.  Tout  plan  qui  passe  par  une  génératrice  du  para- 
holoïde  coupe  toutes  les  autres  génératrices  en  des  points  qui  sont  en 
ligne  droite. 

Autrement  :  Tout  plan  mené  suivant  une  génératrice  de  l'un  des 
systèmes  contient  encore  une  génératrice  de  Vautre  mode  de  génération. 

Prenons  le  premier  plan  directeur  pour  Pi  et  le  plan  directeur  du  second 
système  pour  F'j.  Projetons  les  éléments  de  la  surface,  directrices  et  généra- 
trices, sur  ces  plans  à  l'aide  d'un  système  de  projetantes,  parallèles  à  deux 
droites  de  ces  plans  perpendiculaires  à  l'intersection  commune  des  deux  plans 
directeurs,  l'axe  de  projection. 

Les  deux  projetantes  d'un  point  de  la  surface  détermineront  un  plan  per- 
pendiculaire à  l'axe,  et  auront  pour  projections  sur  Pd  et  P*  des  perpendiculaires 
à  l'axe.  L'épure  présentera  le  même  aspect  et  les  mêmes  caractères  que  si  les 
plans  de  projection  étaient  orthogonaux 

Prenons  (Ep.  119)  la  directrice  d  dans  Pj-,  la  directrice  D  sera 
parallèle  à  P,. 
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Soient  deux  génératrices  g  et  g^  du  premier  système. 

Menons,  par^^  un  plan  quelconque  OMN;  sa  trace  MN  sera 
parallèle  à  g\  Je  dis  que  ce  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une 
génératrice  du  second  système. 

Pour  le  prouver,  démontrons  qu'il  existe  nécessairement  une 
génératrice  du  second  système  dont  la  trace  sur  Pj  est  un  point  de 
la  trace  MN  du  plan  sécant. 

Une  telle  génératrice  devant  rencontrer  toutes  celles  de  l'autre 
système,  rencontrera  aussi  g  et  aura  ainsi  deux  de  ses  points  dans 
le  plan  sécant. 

Or,  pour  construire  une  génératrice  du  second  système,  il  sufi&t 
de  couper  les  génératrices  g  et  g-^  par  un  plan  parallèle  au  plan 
directeur,  donc  parallèle  à  Pg,  et  d'unir  les  points  de  rencontre. 

Une  première  génératrice  ainsi  construite  est  la  directrice  d 
dont  la  trace  sur  Pj  est  T. 

Une  deuxième  génératrice  est  la  directrice  D  dont  la  trace 
sur  Pi  est  Ti,  et  enfin  une  troisième  génératrice  sera  xt  dont  la  trace 
sur  Pi  est  t\ 

Ces  constructions  nous  prouvent  que  le  plan  coupant,  qui  fournit 
la  génératrice  du  second  système,  étant  d'abord  pris  sur  Pg,  puis 
successivement  avancé  parallèlement  à  lui-même  jusqu'en  D,  donne 
des  génératrices  dont  les  traces  sur  Pi  étaient  d'abord  à  gauche,  et 
puis  à  la  fin  à  droite  de  la  trace  MN  restée  fixe.  Il  faut  donc  qu'à 
un  certain  moment  cette  trace  se  soit  trouvée  sur  la  trace  MN  et 
alors  la  génératrice  correspondante  était  dans  le  plan  sécant.  Ce 
qui  démontre  la  propriété  IX. 

Propriété  X.  Utie  droite  ne  peut  rencontrer  la  surface  en  plus  de 
trois  points  sans  y  être  contenue  entièrement. 

Si  la  droite  avait  seulement  trois  de  ses  points  sur  la  surface, 
comme,  par  ces  points,  passent  des  génératrices  du  premier  sys- 
tème, la  droite  s'appuiera  sur  trois  génératrices  ;  elle  est  donc  une 
génératrice  du  deuxième  système  et,  comme  telle,  entièrement  située 
sur  la  surface. 

De  la,  résulte  la  propriété  suivante  : 

Propriété  XI.  Une  droite  ne  peut  rencontrer  en  plus  de  deux 
points  une  section  plane  de  la  surface. 
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Car,  si  la  droite  avait  trois  points  de  commun  avec  cette  sec- 
tion elle  aurait  par  cela  même  trois  points  de  commun  avec  la  sur- 
face. Elle  serait  donc  située  sur  la  surface  et  dans  le  plan  de  la 
section  plane  et  constituerait  elle-même  cette  dernière. 

Propriété  XII.  Le  paraboloïde  admettant  un  double  mode  de 
génération  rectiligne,  prouvons  : 

1°  Que  deux  génératrices  de  systèmes  différents  se  rencontrent. 

2°  Q,u''une  génératrice  de  l'un  des  systèmes  rencontre  toutes  les 
génératrices  de  Vautre. 

3°  Que  deux  génératrices  du  même  système  ne  se  rencontrent  ^as. 

Adoptons  les  mêmes  dispositions  pour  la  représentation  de  la 
surface  que  celles  de  l'épure  119  et  soient  (Ep.  120)  <?  et  D  les 
deux  directrices,  g  et  g^  deux  génératrices  du  premier  système  et  G 
une  génératrice  du  second  système;  P  et  Q  sont  les  deux  plans 
directeurs  pris  pour  plans  de  projection  Pj  et  Pj. 

1°  Deux  génératrices  G  et  g^  de  systèmes  différents  se  rencontrent. 

En  effet,  ces  deux  génératrices  se  rencontrent  en  projection 
sur  Pi,  et  le  point  X  est  la  première  projection  d'un  seul  point  de 
la  surface. 

Car,  le  plan  mené  par  G  parallèlement  au  plan  directeur  P 
coupe  le  paraboloïde  suivant  G  même,  donc  X  est  la  projection  d'un 
point  de  G  et,  comme  il  est  aussi  un  point  de  la  surface  et  par  suite 
de  ^1,  il  faut  que  ces  deux  génératrices  se  rencontrent. 

2"  En  considérant  les  deux  génératrices  G  et  g,  on  prouvera 
encore  de  la  même  manière  que  le  point  y  appartient  aux  deux 
génératrices  et,  par  conséquent,  une  génératrice  G  de  Vun  des  sys- 
tèmes rencontre  toutes  les  génératrices  de  Vautre. 

3°  Deux  génératrices  quelconques  du  même  système  ne  se  rencontrent 
jamais. 

En  effet,  deux  quelconques  de  ces  génératrices  g  et  gi  se  coupent 
en  projection  sur  P^  et  sont  parallèles  en  projection  sur  P,,  donc 
se  croisent  dans  l'espace. 
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Moyeu  de  représenter  le  paraboloïde  en  relief  à  l'aide  de  fils  tendus. 


»0*.  Après  avoir  construit  un  quadrilatère  gauche  dont  les  côtés  (en  laiton, 
zinc,  etc.)  et  les  angles  sont  maintenus  invariables,  il  suffira  de  diviser  deux 
côtés  opposés  en  un  mêrae  nombre  de  parties  égales  et  de  joindre  les  divisions 
correspondantes  par  des  fils  tendus  en  ligne  droite,  pour  avoir  une  représenta- 
tion fidèle  de  la  surface.  Chaque  fil  représentera  une  génératrice. 

En  divisant  les  deux  autres  côtés  opposés  en  un  même  nombre  de  parties 
égales,  et  en  joignant  les  points  correspondants  par  d'autres  fils  tendus  en  ligne 
droite,  on  obtiendra  les  génératrices  du  second  système,  lesquelles  s'appuient 
sur  celles  du  premier  et  forment  la  même  surface  que  celle  formée  par  les 
premières. 

En  prenant  du  fil  rouge  et  bleu  pour  les  deux  espèces  de  génératrices,  on 
représente  différentes  propriétés  du  paraboloïde  d'une  manière  beaucoup  plus 
sensible. 


Chapitre   III. 


Surfaces  gauches  individuelles. 


206.  Les  surfaces  individuelles  ont  toutes  même  génératrice  et 
même  mode  de  génération  et  ne  diffèrent  que  par  la  nature  ou  la 
position  de  leurs  directrices. 

Nous  étudierons  quelques  unes  des  surfaces  qui  sont  les  plus 
employées  dans  les  arts;  nous  en  donnerons  la  génération  et  quel- 
ques unes  de  leurs  propriétés,  d'une  utilité  marquée  dans  la  con- 
struction des  plans  tangents  et  des  intersections  de  ces  différentes 
surfaces  entre  elles. 

Les  surfaces  gauches  individuelles  sont  naturellement  divisées 
en  deux  classes  : 

Les  surfaces  à  trois  directrices; 

Les  surfaces  à  plan  directeur. 


Surfaces  à  trois  directrices. 


Arrière-Voussure  de  Marseille. 


207.  Génération.  L'arrière-voussure  de  Marseille  a  pour  di- 
rectrices : 

1°  Deux  arcs  de  cercle  de  rayons  différents  et  dont  les  plans 
sont  parallèles  entre  eux  et  perpendiculaires  à  Pj. 


—     199     — 

2"  Une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  directrices 
curvilignes  et  passant  par  le  centre  de  l'une  d'elles  sans  passer  par 
le  centre  de  l'autre. 

Construction  d'une  génératrice.  Soient  (Ep.  121)  D  et  D, 
les  deux  directrices  curvilignes  dont  les  plans  sont  parallèles  à  Pg 
et  d  ]a.  directrice  rectiligne  passant  par  le  centre  C  de  l'une  des 
deux  directrices  précédentes. 

Coupons  les  deux  directrices  curvilignes  par  des  plans  qui 
passent  par  d. 

Un  tel  plan  coupe  les  deux  directrices  aux  points  A  et  Aj  qui 
déterminent  une  génératrice;  celle-ci  doit  rencontrer  nécessaire- 
ment dj  à  moins  de  lui  être  parallèle.  La  ligne  droite  BBj  est  une 
seconde  génératrice. 

La  surface  ainsi  engendrée  est  gauche. 

En  effet,  si  deux  génératrices  consécutives  AAj  et  BB^  se  ren- 
contraient, elles  formeraient  un  plan,  lequel  coupe  les  deux  plans 
parallèles  des  directrices  curvilignes  suivant  les  deux  droites  AjBj 
et  AB  qui  devraient  être  parallèles. 

Les  deux  triangles  isoscècles  et  semblables  B"i  C"  A"i  et  B"A"C" 
donneraient  alors  B"  C"  =  A"  C",  ce  qui  est  impossible,  car  on  sait 
que,  si  d'un  point  pris  à  l'intérieur  d'une  circonférence  de  cercle, 
on  mène  tant  de  droites  que  l'on  veut,  terminées  à  la  circonférence, 
deux  de  ces  droites  consécutives  n'ont  jamais  même  longueur. 

Les  deux  génératrices  ne  pouvant  se  rencontrer,  nous  prouvent 
que  la  surface  est  gauche. 

Cas  particulier.  Si  la  directrice  rectiligne  venait  à  passer  par 
les  centres  C  et  Ci  des  deux  directrices  curvilignes,  l'arrière-vous- 
sure  de  Marseille  deviendrait  une  surface  réglée  développable,  un 
cône  de  révolution  dont  l'axe  de  rotation  est  la  directrice  rectiligne. 
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Arrière-voussure  de  Montpellier. 


208.  Génération.  Les  trois  directrices  de  l'arrière-voussure  de 
Montpellier  sont  : 

1°  Une  circonférence  de  cercle  ou  un  arc  de  cercle  dont  le  plan 
est  perpendiculaire  à  P^  ; 

2°  Une  droite  parallèle  à  Pj  et  au  plan  de  la  directrice  précé- 
dente ; 

3**  Une  droite  perpendiculaire  au  plan  de  la  directrice  curvi- 
ligne et  passant  par  son  centre. 

Construction  d'une  génératrice.  Prenons  la  directrice  curvi- 
ligne parallèle  à  F^;  la  directrice  D  sera  parallèle  à  l'axe.  La  troisième 
directrice  Dj  sera  placée  dans  Pj  et  passe  par  le  centre  C  de  la 
directrice  curviligne. 

Par  la  directrice  D^,  menons  un  plan  quelconque  ;  il  coupera 
les  deux  autres  directrices  aux  points  A  et  Aj  qui  déterminent  une 
droite  ;  celle-ci  se  trouve  dans  un  même  plan  avec  Dj,  qu'elle  ren- 
contre oti  à  laquelle  elle  est  parallèle. 

La  droite  AAj  est  donc  une  génératrice  de  la  surface. 

La  droite  BBi  est  une  deuxième  génératrice  construite  comme 
la  précédente. 

La  surface  ainsi  engendrée  est  gauche. 

Si  deux  génératrices  consécutives,  telles  que  AAj  et  BBi  se  ren- 
contraient au  lieu  de  se  croiser,  elles  formeraient  un  plan  qui  ren- 
contrerait le  plan  de  la  directrice  curviligne  suivant  une  droite 
parallèle  à  D.  Il  faudrait  donc  que  AB  soit  parallèle  à  AjBj,  ce  qui 
est  impossible,  à  moins  que  les  génératrices  soient  symétriquement 
placées  par  rapport  à  la  normale  à  Pj  menée  par  C. 

Aussi  peut-on  considérer  la  surface  comme  formée  de  deux  par- 
ties symétriques  par  rapport  au  plan  normal  à  Pj  mené  par  la  direc- 
trice rectiligne. 
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Biais-passé  gauche  oa  corne  de  Tache. 


209.  Génération.  Le  biais-passé  a  pour  directrices  : 

1°  Deux  circonférences  de  cercle  de  même  rayon  et  dont  les 
plans  sont  parallèles  ; 

2°  Une  droite  perpendiculaire  au  plan  des  deux  cercles  et  pas- 
sant par  le  milieu  de  la  droite  qui  unit  leurs  centres. 

Construction  d'une  génératrice.  Prenons  (Ep.  123)  pour  P, 
un  plan  parallèle  aux  deux  directrices  circulaires. 

La  troisième  directrice  est  la  droite  D  qui  passe  par  le  point  0, 
milieu  de  la  ligne  des  centres  CCi  ;  elle  se  projette  sur  P,  en  0". 

Par  D,  menons  un  plan  quelconque  MN;  il  sera  perpendiculaire 
à  Pj  et  coupe  les  deux  circonférences  directrices  aux  quatre  points 
a,  l,  c  ei  d  qui  donnent  les  quatre  génératrices  ah,  cd,  ad  et  bc. 
Celles-ci,  dans  un  même  plan  arec  D,  rencontrent  cette  directrice 
ou  lui  sont  parallèles. 

La  surface  ainsi  engendrée  est  gauche. 

Deux  génératrices  consécutives  ab  et  aibi  doivent  se  croiser. 
Car,  si  elles  étaient  dans  un  même  plan,  ce  plan  rencontrerait  les 
deux  cercles  des  directrices  suivant  des  droites  aai  et  bb^  qui  de- 
vraient être  parallèles  ;  il  en  résulterait  que  l'angle  a"a'\o"=:b"b'\o'\ 
ce  qui  est  impossible,  car  on  démontre  aisément  que  ces  deux  angles 
sont  inscrits  dans  des  segments  inégaux. 

On  peut  voir  du  reste  que  ces  génératrices,  suffisamment  pro- 
longées, rencontrent  la  directrice  D  en  des  points  différents,  donc 
ces  droites,  ne  pouvant  se  rencontrer  que  sur  cette  directrice,  inter- 
section communfe  des  plans  qui  les  contiennent,  doivent  nécessai- 
rement se  croiser  dans  l'espace.  Le  biais- passé  est  donc  gauche. 

Le  biais-passé  admet  un  centre. 

Tout  pian,  tel  que  MN,  détermine  quatre  génératrices;  les 
génératrices  alternes  ad  et  bc  qui  se  coupent  au  point  0  et  les 
deux  génératrices  externes  ab  et  cd  également  éloignées  de  ce  point 
et  ne  se  rencontrant  pas  dans  l'espace  car,  l'une  d'elles  rencontre 
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la  directrice  D  au-dessus  de  0  et  l'autre  en-dessous  de  ce  point.  Ces 
droites  sont  donc  parallèles  et  également  écartées  de  0. 

Un  autre  plan  produirait  encore  un  couple  de  génératrices  in- 
ternes passant  par  le  point  0  et  un  autre  couple  de  génératrices 
externes  parallèl-'s  et  également  écartées  du  point  0. 

L'ensemble  des  génératrices  internes  forme  un  cône  ;  l'ensemble 
des  génératrices  externes  forme  le  biais-passé. 

Cette  surface  admet  le  point  0  pour  centre,  car  ce  point  jouit, 
d'après  la  figure  et  d'après  ce  qui  précède,  des  propriétés  du  centre 
d'une  surface. 

Plan  principal.  Si,  par  la  directrice  D,  on  fait  passer  un  nou- 
veau plan  auxiliaire,  faisant  avec  le  plan  H  parallèle  à  P,  mené  par 
C  et  Cl  le  même  angle,  mais  de  l'autre  côté  que  celui  que  fait  le 
plan  MN  avec  ce  plan,  ce  nouveau  plan  fournit,  au-dessus  de  ce 
plan  H,  des  génératrices  qui  ont,  avec  des  génératrices  du  plan  MN 
en-dessous  de  H,  des  positions  symétriques  par  rapport  à  ce  der- 
nier plan. 

Le  plan  H  est  donc  un  plan  principal  de  la  surface. 


Hélicoïde  gauche  à  trois  directrices. 


210.  Génération  et  représentation.  Soit  (Ep.  124)  une 
hélice  ahcdefghiklm...  etc.  d'un  pas  donné  égal  k  aa^  tracée  sur 
un  cylindre  droit  et  de  révolution  d'un  rayon  donné. 

Supposons  qu'une  droite  «I,  d'une  longueur  donnée  et  faisant 
avec  l'axe  du  cylindre  un  certain  angle,  soit  assujettie  à  se  mouvoir 
de  manière  qu'à  chaque  instant  du  mouvement  elle  s'appuie  sur 
l'hélice  et  sur  l'axe  du  cylindre,  que  la  longueur  de  la  droite  com- 
prise entre  ces  deux  directrices  reste  toujours  la  même  ainsi  que 
l'angle  qu'elle  fait  avec  l'axe  du  cylindre.  Cette  droite  engendrera 
une  suriace  à  laquelle  on  a  donné  le  nom  de  hélicoïde  gauche. 

Construction  des  génératrices.  Prenons  un  point  quelconque 
l  de  l'hélice.  La  génératrice  qui  passe  par  ce  point  doit  rencontrer 


I 
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Taxe  du  cylindre,  avoir  même  longueur  que  al  et  rencontrer  l'axe 
sous  un  angle  égal  à  a"lO".  On  peut  concevoir  le  triangle  a"10"  sou- 
levé le  long  de  l'axe  et  rabattu  en  même  temps  autour  de  Taxe,  son 
sommet  a"  se  mouvant  sur  l'hélice  de  a"  en  b.  Le  sommet  I  aura  par- 
couru sur  l'axe  une  longueur  I  II  égale  à  la  hauteur  de  b  au-dessus 
de  Pi,  c'est-à-dire  la  douzième  partie  du  pas  de  l'hélice.  Le  som- 
met b  sera  sur  l'hélice,  à  une  hauteur  au-dessus  de  P^  égale  à 
01  =  1/12  du  pas. 

Si,  sur  l'hélice,  nous  prenons  12  points,  chacun  de  ces  points 
toujours  à  un  douzième  du  pas  plus  élevé  au-dessus  de  Pj  que  son 
voisin,  les  génératrices  de  l'hélicoïde  passeront  par  ces  points  et 
rencontreront  l'axe  aux  points  I,  II,  III  etc.  distants  l'un  de  l'autre 
toujours  de  un  douzième  du  pas. 

Ce  qui  précède  suffit  pour  l'explication  de  l'épure  quant  à  la 
construction  de  la  surface. 

La  surface  est  gauche  —  Elle  se  compose  de  deux  nappes. 

Nous  voyons  qu'en  projection  sur  Pi  deux  génératrices  quel- 
conques infiniment  rapprochées  passent  par  le  point  0',  et  qu'en 
projection  sur  Pg  ces  mêmes  génératrices  rencontrent  l'axe  à  des 
hauteurs  différentes,  donc  ces  génératrices  se  croisent  et  la  surface 
est  gauche. 

Deux  nappes.  Si  l'on  prolonge  la  génératrice  al  jusqu'à  la 
rencontre  de  la  surface,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  jusqu'à  la 
génératrice  ^  VII  en  Z,  la  portion  de  droite  ZW  décrira  évidemment 
une  surface  analogue  à  la  première,  donc  une  seconde  na^^^e  de  la 
surface. 

Ces  deux  nappes  se  coupent  suivant  une  hélice,  de  même  pas  que 
V  hélice  directrice  et  engendrée  par  le  point  Z, 

Chaque  point,  en  effet,  de  la  génératrice  et  d'une  génératrice 
quelconque,  participant  au  mouvement  de  celle-ci,  se  déplacera 
parallèlement  à  l'axe  de  rotation  d'un  douzième  de  pas  pour  une 
rotation  correspordante  à  un  douzième  de  Ja  révolution  totale  (43). 

(211).  Représentation  graphique.  —  Contours  apparents. 

Nous  n'avons  représenté  qu'une  nappe  de  la  surface  (Ep.  124). 

Sa  projection  sur  P,  étant  l'ensemble  des  projections  de  même 
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nom  de  toutes  les  génératrices,  et  celles-ci  étant  limitées  à  l'hélice 
directrice,  le  contour  apparent  sur  Pg  est  formé  par  des  portions 
d'hélice,  telles  que  K'  l"  m"  n"  a'\  et  la  courbe  enveloppe  des  géné- 
ratrices. 

Une  partie  du  contour  apparent  sera  donc  la  courbe  jiV'V'"»  ^^ 
génératrice  tangente  à  cette  courbe  et  à  l'hélice,  puis  la  branche 
d'hélice  a'W7"yi". 

L'épure  montre  que  ce  contour  se  répète  pour  chaque  spire  de 
l'hélice  et  de  chaque  côté  de  l'axe. 

Sur  Pi,  le  contour  apparent  est  formé  par  la  base  du  cylindre 
qui  porte  l'hélice  ou,  ce  qui  revient  au  même,  par  la  première  pro- 
jection de  cette  courbe. 

212  Propriété  I.  Vhélkoïde  est  une  surface  gauche  à  trois 
directrices. 

Nous  savons  que  tout  point  de  la  génératrice  décrit  une  hélice 
de  même  pas  que  la  courbe  directrice  et  tracée  sur  un  cylindre  con- 
centrique avec  celui  de  cette  courbe. 

Cette  propriété  nous  conduit  à  considérer  l'hélicoïde  comme  une 
surface  gauche  à  trois  directrices. 

Elle  peut,  en  effet,  être  engendrée  par  la  droite  génératrice 
s'appuyant  dans  son  mouvement  : 

P  Sur  deux  hélices  de  même  pas  tracées  sur  deux  cylindres 
concentriques,  droits  et  de  révolution  ; 

2**  Sur  l'axe  commun  à  ces  deux  cylindres. 

Propriété  II.  Section  par  un  plan  méridien.  Tout  plan  passant 
par  l'axe  du  cylindre  de  révolution  est  un  plan  méridien  de  cette 
surface. 

Un  tel  plan  coupe  toujours  l'hélicoïde  suivant  des  génératrices , 
et  à  chaque  spire  de  l'hélice  correspondront  deux  génératrices. 

Propriété  III.  LHntersection  par  un  cylindre  droit,  concentrique 
avec  le  cylindre  de  V hélice,  ne  peut  être,  d'après  ce  qui  précède, 
qu'une  hélice  de  même  pas  que  la  courbe  directrice. 

Propriété  IV.  Section,  plane  normale  à  l'axe.  Tout  plan  normal 
à  Taxe  coupe  la  surface  suivant  une  spirale  d'Archimède. 

Les  points  de  rencontre  du  plan  H  avec  les  génératrices  de 
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rhélicoïde,  projetés  sur  P,  en  O'T'U'S'R'G',  donnent  une  courbe  qui 
est  une  spirale  d'Archimède. 

En  effet,  la  différence  de  niveau  an-dessus  de  Pj  entre  les  deux 
extrémités  d'une  génératrice  quelcoiique  est  égale  à  01,  longueur 
qui,  dans  notre  épure,  équivaut  à,  six  divisions  du  pas  de  l'hélice 
directrice;  les  extrémités  inférieures  des  génératrices  coupées  sont 
successivement  en-dessous  du  plan  H  de  1/6,  2/6,  3/6,  4/6,  s/a  et  ô/ô  de  01  ; 
les  extrémités  supérieures  des  mêmes  génératrices  dépassent  le  plan 
coupant  d'une  hauteur  successivement  égale  à  s/ô,  4/6,  s/ô,  2/6,  i/e  et  0/» 
de  01. 

Il  en  résulte  que  le  plan  H  coupe  les  génératrices  de  manière 
que  dans  l'espace  les  segments  situés  au-dessous  de  ce  plan  valent  : 
/R  =  i/a  de  la  génératrice  totale  ; 
«S  =  */6,  dV  =  3/«,  Cn  =  4/6,  JT  =  5  6  et  al  =  e/e  de  cette  génératrice. 

Comme  toutes  les  génératrices  ont  même  inclinaison  par  rap- 
port à  Pi ,  les  projections  de  ces  segments  sur  ce  plan ,  ou  les 
lignes  F'R',  E'S',  D'V,  C'U',  B'T'  et  A'O'  valent  aussi  respectivement 
1/6, 2/«,  8/6, 4/6,  5/6  et  6/6  de  A'O'. 

Pour  un  point  quelconque  de  la  courbe,  le  point  U'  par  exemple, 
nous  aurons  : 

O'V  arc  A'C         ^.  p        «o 

TvTïï  =  ~i — '■ ÂTrTr   OU  DlCn  CnCOrO    p"  =  T"' 

O'C       1/2  cire.  A'G'  it        ^ 

en  appelant  p  le  rayon  vecteur  du  point  U',  w  l'angle  correspondant 
mesuré  dans  le  cercîe  de  rayon  égal  à  l'unité  et  R  le  rayon  donné  OA. 
Cette  relation  prouve,  que  les  valeurs  p  et  «  croissent  propor- 
tionnellement, donc  la  courbe,  lieu  géométrique  des  points  satisfai- 
sant à  cette  relation,  est  une  spirale  logarithmique. 


Surfaces  à  plan  directeur. 


213.  Les  surfaces  de  cette  classe  appartiennent  toutes  au 
genre  conoïde,  surface  gauche  à  plan  directeur  et  à  deux  direc- 
trices, l'une  de  ces  dernières  étant  une  ligne  droite. 
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lit  conoïde  est  droit,  si  la  directrice  rectiligne  est  perpendicu- 
laire au  plan  directeur;  il  est  olUgue  dans  le  cas  d'une  directrice 
rectiligne  oblique  au  plan  directeur. 

Si  les  deux  directrices  sont  rectilignes,  le  conoïde  devient  «tt 
p^aboloïde  hyperbolique. 


Conaïde  droit. 


214.  Génération  et  représentation.  Un  conoïde  droit  est 
une  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se  meut  parallèlement  à 
un  plan,  en  s'appuyant  sur  une  directrice  recHliçne  perpendicuhitô 
à  ee  plan  et  sur  une  courbe  quelconque. 

Ce  plan  est  le  plan,  directeur  de  la  surface  et  le»  deux  lignes  en 
sont  les  directrices. 

Le  conoïde  est  suffisamment  représenté  quand  on  en  connaît  les 
deux  directrices  et  le  plan  directeur. 

Construction  d'une  grénératrice.  Prenons  (Fig.  125)  le  plan 
directeur  pour  Pj  et  coupons  les  deux  directrices  par  des  plans 
parallèles  au  plan  directeur.  Un  tel  plan  H,  coupe  la  directrice 
courbe  en  deux  points  a  et  b  et  la  directrice  rectiligne  au  point  0  ; 
ce  point  joint  kd  et  a  donne  deux  droites  qui  sont  des  génératrices 
du  conoïde. 

Le  conoïde  est  gauche.  En  effet,  deux  génératrices  infiniment 
toiêines,  obtenues  par  des  plans  sécants  infiniment  rapprochés,  ren- 
contrant la  directrice  rectiligne  aux  points  0  et  Oi,  ne  peuvent  être 
parallèles,  attendu  que  leurs  projections  sur  Pj  se  rencontrent  et 
que  leurs  projections  sur  Pj  sont  parallèles. 

Ces  génératrices  se  croisent,  donc  la  surface  est  gauche. 

Ligne  de  striction.  La  directrice  rectiligne,  rencontrant  toutes 
les  génératrices,  sera  le  lieu  géométrique  des  plus  courtes  distances 
entre  les  génératrices  consécutives  du  conoïde  ;  elle  en  est  donc  la 
ligne  de  striction. 

Le  conoïde  droit  a  deux  nappes.  Les  génératrices  prolongées 
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«u-delà  de  la  ligne  de  striction  forment  la  seconde  nappe  de  Ift 
«urface. 

215.  Gonoïde  circonscrit  à  une  surface.  La  directrice  «ourbe 
peut  être  remplacée  par  une  surface  directrice. 

Les  génératrices  di  conoïJe  doivent  toutes  couper  la  directrice 
rectiligne  et  raser,  toucher  la  surface  directrice,  laquelle  peut  être 
une  surface  quelconque. 

Un  tel  conoïde  est  circonscrit  à  la  surface  directrice. 


Conoïde  oblique. 


216.  Génération.  Le  conoïde  oblique  diffère  du  conoïde  droit 
par  sa  directrice  rectiligne,  laquelle  est  oblique  au  plan  directeur. 

Cette  dernière  surface  est  gauche  comme  la  précédente  et  |K)«r 
les  mêmes  raisons. 

Li^ne  de  striction.  Les  génératrices  étant  parallèles  au  plan 
directeur,  leurs  plus  courtes  distances  seront  perpendiculaires  à  ce 
plan.  Comme  la  directrice  rectiligne  est  oblique  au  plan  din-cteur, 
elle  ne  sera  plus  le  lieu  géométrique  des  plus  courtes  distances 
des  génératrices  consécutives.  La  directrice  rectiligne  n'est  donc 
pas  la  ligne  de  striction  du  conoïde  oblique. 


(kmoïde  circonscrit  à  une  sphèrç. 


217.  Génération.  Une  droite  se  meut  parallèlement  à  un  plan 
et  s'appuie  sur  uue  droite  fixe  et  sur  une  sphère  à  laquelle  -eUe 
doit  rester  tangente. 

Construction  d'une  génératrice.  On  coupe  la  sphère  et  la 
directr.ce  rectiligne  par  une  série  de  plans  parallèles  au  plan  direc- 
teur. Chacun  de -ces  plans  coupe  la  sphère^suivAnt  un  pat^aUèle  etla 
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directrice  rectiligne  en  un  point.  Les  deux  tangentes  menées  par  ce 
point  à  la  courbe  d'intersection  obtenue  sur  la  sphère  sont  deux 
génératrices  de  la  surface. 


Conoïde  de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde. 


218.  Génération.  Une  demi-circonférence  de  cercle  tourne 
autour  d'un  axe  situé  dans  son  plan ,  en  dehors  d'elle  et  per- 
pendiculaire à  son  diamètre  ;  elle  engendre  un  tore  appelé  berceau 
tournant.  Dans  ce  berceau,  il  s'agit  de  pratiquer  une  ouverture,  un 
passage  qui  puisse  permettre  l'accès  à  l'intérieur  de  l'espace  M 
limité  par  le  berceau.  Ce  passage  est  voûté;  sa  voûte  coupe  le  ber- 
ceau, et  la  pénétration  de  ces  deux  surfaces  porte,  en  stéréotomie, 
le  nom  de  voûte  d'arête  en  tour  ronde. 

Plan  directeur.  La  voûte  du  passage  est  un  conoïde  qui  a  pour 
plan  directeur  le  plan  P,,  qui  est  en  même  temps  le  plan  de  nais- 
sance de  la  voûte  annulaire  ou  du  berceau  tournant. 

Directrice  rectiligne.  La  directrice  rectiligne  est  Taxe  de 
rotation  du  berceau;  cet  axe  étant  perpendiculaire  au  plan  direc- 
teur, le  conoïde  sera  droit  et  aura  cet  axe  pour  liffne  de  striction. 

Directrice  curviligne.  Cette  directrice  se  construit  comme  suit  : 

Soit  (Ep.  126)  OROi  la  courbe  génératrice  rabattue  sur  P^. 

La  trace  sur  Pj  du  berceau  sera  formée  par  les  deux  circonfé- 
rences concentriques  décrites  par  les  extrémités  0  et  Oj  du  diamètre 
de  OROi. 

Supposons  qu'au  passage,  on  veuille  donner  une  largeur  BBj, 
comptée  sur  la  circonférence  moyenne  0.  On  rectifie  BBi  sur  la  tan- 
gente CCi  passant  par  le  milieu  de  BBi. 

Sur  CCx,  comme  grand  axe,  et  le  rayon  OiO'  =  DjD'  comme 
petit  axe,  on  décrit  une  ellipse  que  l'on  envtloppe  sur  un  cylindre 
droit  et  de  révolution  ayant  le  cercle  0"  pour  base;  la  courbe  à 
double  courbure  ainsi  obtenue  sera  la  seconde  directrice  du  conoïde. 
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Hélicoïde  gauche  à  plan  directeur. 


219.  Génération.  La  droite  génératrice  se  meut  parallèlement 
à  P,  en  s'appuyant  sur  une  hélice  tracée  sur  un  cylindre  droit  et  de 
révolution  ainsi  que  sur  l'axe  de  ce  cylindre. 

La  surface  ainsi  engendrée  est  donc  un  co?ioïde  droit. 

On  peut  considérer  cette  surface  comme  étant  un  cas  particulier 
de  l'hélicoïde  gauche  à  trois  directrices  ;  l'angle  «  que  la  génératrice 
doit  faire  avec  l'axe  du  cylindre  étant  un  angle  droit. 

L'hélicoïde  à  plan  directeur  jouira  donc  des  propriétés  de  l'héli- 
coïde à  trois  directrices,  seulement  elles  sont  simplifiées  par  suite 
de  la  valeur  particulière  de  l'angle  a. 

Construction  d'une  génératrice  (Ep.  127).  On  coupe  l'hélice 
et  l'axe  du  cylindre  par  une  série  de  plans  parallèles  à  Pi  ;  la  droite 
qui  passe  par  les  points  d'intersection  fournis  par  un  même  plan 
est  une  génératrice  de  la  surface. 

La  surface  est  gauche.  En  efi'et,  les  projections  des  généra- 
trices sur  Pg  sont  parallèles  et  les  projections  sur  Pj  se  rencontrent 
au  point  0;  les  génératrices  se  croisent  donc  dans  l'espace  et  la 
surface  est  gauche. 

Ligne  de  striction.  L'hélicoïde  étant  un  conoïde  droit,  la 
directrice  rectiligne,  l'axe  du  cylindre,  en  est  la  ligne  de  striction. 

L'hélicoïde  admet  deux  nappes.  Les  génératrices,  prolongées 
au-delà  de  la  ligne  de  striction,  forment  une  seconde  nappe  de  la 
surface;  l'intersection  «le  cette  nappe  avec  le  cylindre  portant 
l'hélice  directrice  sera  une  autre  hélice,  inverse  de  la  première  mais 
de  même  pas. 

Contours  apparents.  Si  les  génératrices  sont  arrêtées  à  l'axe 
et  à  l'hélice  directrice,  le  contour  apparent  sur  P^  sera  formé  par  la 
ligne  de  striction  et  la  courbe  directrice. 
Brxithof.  Géom.  oescript.  II.  14 
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Sur  Pj  le  contour  apparent  est  limité  à  la  base  du  cylindre  ou, 
ce  qui  revient  au  même,  à  la  projection  de  l'hélice  directrice. 

Section  plane  méridienne.  Tout  plan  passant  par  l'axe  du 
cylindre  coupe  la  surface  suivant  des  génératrices,  et  à  chaque  spire 
de  l'hélice  correspondront  deux  génératrices. 

Section  plane  normale  à  l'axe.  Tout  plan  normal  à  l'axe 
coupe  l'hélicoïde  suivant  une  génératrice  ou  deux,  suivant  que  la 
surface  présente  une  ou  deux  nappes. 

Intersection  par  un  cylindre  droit  de  même  axe  que  le 
cylindre  de  l'hélice.  Un  tel  cylindre  coupe  la  surface  suivant  une 
hélice  de  même  pas  que  l'hélice  directrice. 

Remarque.  L'hélicoïde  gauche  à  trois  directrices  sert  dans  la  construc- 
tion des  vis  à  filet  triangulaire. 

L'hélicoïde  gauche  à  plan  directeur  trouve  son  application  dans  les  vis  à 
filet  carré  et  dans  la  construction  de  l'escalier  dit  vis  à  jour  circulaire. 


Cylindroïde. 


220.  Soit  (Ep.  128)  un  cylindre  à  génératrices  parallèles  à 
l'axe  de  projection  et  ayant  pour  section  droite  une  circonférence 
de  cercle. 

Coupons  ce  cylindre  par  deux  plans  perpendiculaires  à  Pj. 

Supposons  l'une  des  sections  soulevée  parallèlement  à  elle-même 
jusqu'à  une  certaine  hauteur.  En  joignant  les  points  correspondants 
de  cette  section,  (points  appartenant  primitivement  à  une  même 
génératrice  du  cylindre  donné)  aux  points  correspondants  de  l'autre, 
on  obtient  une  surface  appelée  cylindroïde. 

Représentation.  Dans  les  cas  de  notre  épure,  les  deux  sections 
elliptiques  étant  complètement  visibles,  il  est  facile  de  voir  que  les 
génératrices  aboutissant  aux  points  J,  c,  d  ot  e  sont  les  seules  qui 
soient  visibles,  donc  à  tracer  en  plein. 
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La  surface  est  gauche.  Toutes  les  génératrices  étant  pa- 
rallèles à  Pj,  ce  plan  peut  être  considéré  comme  étant  un  plan 
directeur. 

Les  génératrices  étant  parallèles  en  projection  sur  Pj  et  non  en 
projection  sur  Pj,  doivent  se  croiser  dans  l'espace.  Donc  lâ  surface 
est  gauche  (*). 


(*)  Jules  de  la  Gournerie.  —  Traité  de  géométrie  descriptive. 


Chapitre  IV. 


Plans  tangents  aux  surfaces  gauches  du  second  degré. 


Problèmes  à  résoudre. 


•  s*.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  du  second  degré  : 

Par  un  point  situé  sur  une  génératrice  ; 

Par  un  point  hors  de  la  surface  ; 

Parallèlement  à  une  droite  donnée  ; 

Parallèlement  à  un  plan  donné  ; 

Par  une  droite  donnée. 

Applications. 

Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface 
gauche  du  second  degré  ayant  pour  sommet  un  point  donné. 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  gauche 
du  second  ordre  éclairée  par  un  foyer  lumineux  situé  à  une  distance  donnée 
de  la  surface. 

Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  parallèle  à  une  droite 
donnée  et  circonscrit  à  une  surface  gauche  ou  second  ordre        .        .        .    VII 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  gauohe 
du  second  degré  dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles. 


I 

II 

III 

IV 

V 


VI 


Plans  tangents  au  paraboloïde  hyperbolique. 


223.  Problème  I.  Par  un  point  donné  sur  une  génératrice  d'un 
paraloloïde  hyperlolique,  mener  un  plan  tangent. 

Solution  dans  Tespace.  Par  le  point  donné  passent  : 
P  la  génératrice  donnée  du  premier  système; 
2°  une  génératrice  du  second  système, 
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Ces  deux  génératrices,  entièrement  situées  sur  la  surface,  sont 
leurs  propres  tangentes  ;  elles  sont  donc  dans  le  plan  tangent  et  le 
déterminent. 

Le  problème  revient  donc  à  construire,  en  un  point  d'une  géné- 
ratrice du  premier  système,  une  génératrice  du  second  mode  de 
génération. 

Solution  graphique  (Ep.  129).  Prenons  le  plan  directeur  du 
paraboloïde  pour  plan  Pj  et  soient  D  et  Dj  les  deux  directrices. 

Les  génératrices  du  premier  système  s'obtiennent  en  coupant 
les  directrices  par  des  plans  parallèles  à  Pj. 

Soient,  ainsi  construites,  les  deux  génératrices  G  et  Gi,  et  0  le 
point  donné  sur  G. 

Par  ce  point,  menons  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices  ; 
il  coupe  la  génératrice  Gj  en  Oj,  point  qui  avec  0  déterminent  la 
génératrice  du  second  mode  de  génération. 

Les  deux  droites  G  et  OOi  déterminent  le  plan  tangent. 

Remarque.  Il  est  avantageux  d'employer  plus  de  deux  géné- 
ratrices du  premier  système  pour  déterminer  Gj. 

Trois  ou  quatre  points  détermineront  toujours  une  droite  d'une 
manière  beaucoup  plus  précise  que  deux  points,  rigoureusement 
nécessaires  à  cette  opération. 

224.  Problème  II.  Par  un  point  hors  d'un  paradoloïde  hyper- 
bolique, mener  un  plan  tancent  de  manière  que  le  point  de  contact  se 
trouve  sur  une  génératrice  donnée. 

Solution  dans  Tespace.  Par  le  point  et  la  génératrice  donnée, 
on  fait  passer  un  plan.  Ce  plan  est  le  plan  tangent  demandé;  il 
coupe  le  paraboloïde  suivant  une  génératrice  du  second  système  (202) 
et  le  point  de  rencontre  de  cette  génératrice  avec  la  génératrice 
donnée  est  le  point  de  contact  du  plan  tangent  demandé  (200). 

Solution  graphique.  (Ep.  130).  On  prendra  le  plan  directeur 
pour  plan  P,. 

En  joignant  le  point  donné  A  au  point  M  de  la  génératrice 
donnée  G,  cette  dernière,  avec  la  droite  MA,  déterminent  le  plan 
tangent. 

Pour  trouver  la  rencontre  de  ce  plan  avec  le  paraboloïde,  on 
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coupe  la  surface  et  son  plan  tangent  par  une  série  de  plans  paral- 
lèles à  Pj. 

Chacun  de  ces  plans  coupe  la  surface  suivant  une  génératrice 
du  premier  système  et  le  plan  tangent  suivant  une  droite  parallèle 
à  la  génératrice  G.  La  rencontre  de  ces  droites  du  même  plan  cou- 
pant donne  chaque  fois  un  point  de  l'intersection  de  la  surface 
avec  le  plan  tangent,  donc  un  point  de  la  génératrice  du  second 
mode  Gi- 

L'ensemble  de  ces  points  sera  Gi  qui  rencontre  G  au  point  Q, 
point  de  contact  du  plan  tangent. 

Remarque.  Si  le  point  et  la  génératrice  donnée  sont  dans  un 
plan  parallèle  à  Pi,  le  plan  tangent  sera  parallèle  au  plan  directeur 
et  son  point  de  contact  est  situé  à  l'infini, 

225.  Problème  III.  Déterminer  les  points  de  contact  de  tous  les 
plans  tangents  que  Von  peut  mener,  par  un  poi?it  donné,  à  un  paralo- 
loïde  hyperbolique. 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courhe  de  contact  d'un  cône  circonscrit 
à  un  paraloloïde  hyperbolique  et  ayant  son  sommet  en  un  point 
donné. 

Solution  dans  l'espace.  On  détermine  les  points  de  contact 
des  plans  tangents  passant  par  le  point  donné  A  et  successivement 
par  toutes  les  génératrices  de  la  surface  (224). 

Chaque  plan  tangent  aura  son  point  de  contact  sur  la  généra- 
trice qu'il  contient,  à  l'exception  de  celui  qui  passe  par  A  et  qui  est 
parallèle  au  plan  directeur. 

Le  point  de  contact  de  ce  plan  est  sur  sa  génératrice  G,  mais 
reculé  à  l'infini. 

Au  dessus  et  au-dessous  de  cette  génératrice,  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  existent,  leur  ensemble  formera  donc 
deux  branches  de  courbe,  situées  des  deux  côtés  de  G  et  s'approchant 
de  cette  ligne  droite  sans  pouvoir  l'atteindre. 

On  prouve  par  l'analyse  que  cette  courbe  est  une  hyperbole. 

Remarque.  En  considérant  le  point  A  comme  foyer  lumineux, 
la  courbe  déterminée  précédemment  sera  la  courbe  d'omlre  propre 
du  paraholoïde. 
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226.  Problème  IV.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener  un 
plan  tangent  à  un  paraloloïde  hyperbolique  de  manière  que  le  point  de 
contact  se  trouve  sur  une  génératrice  donnée. 

Solution  dans  l'espace.  Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on 
mène  un  plan  qui  passe  par  la  génératrice  donnée;  le  plan  ainsi 
obtenu  est  le  plan  tangent  demandé;  il  coupe  le  paraboloïde  sui- 
vant une  génératrice  qui  rencontre  la  génératrice  donnée  au  point 
de  contact  du  plan  tangent. 

Solution  graphique.  (Ep.  131).  Le  plan  directeur  est  pris 
pour  plan  Pj.  Soient  D  et  D^  les  deux  directrices,  G  la  génératrice 
donnée  et  d  la  droite  à  laquelle  le  plan  tangent  doit  être  parallèle. 

Par  un  point  quelconque  M  de  G,  on  mène  une  droite  parallèle 
à  rf;  cette  droite  et  G  déterminent  le  plan  tangent. 

Pour  avoir  le  point  de  contact  de  ce  plan,  coupons-le,  ainsi  que 
la  surface,  par  des  plans  parallèles  à  Pi. 

Un  premier  de  ces  plans  coupe  la  surface  suivant  la  génératrice 
Gi  et  le  plan  suivant  une  parallèle  à  G.  Le  point  de  rencontre  de 
Gi  et  G  est  un  premier  point  j?,  de  l'intersection  du  plan  tangent 
avec  le  paraboloïde. 

Un  deuxième  plan  auxiliaire  donne  un  autre  point  q. 

Un  troisième  plan  donnera  un  troisième  point  r,  etc. 

La  droite  pqr,  génératrice  du  second  mode,  est  dans  le  plan 
tangent  et  rencontre  la  génératrice  G  au  point  Z,  point  de  contact 
du  plan  tangent  demandé. 

227.  Problème  V.  Déterminer  les  points  de  contact  de  tous  les 
plans  parallèles  à  une  droite  donnée  et  tangents  à  un  paraboloïde 
hyperlolique. 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  de  contact  d''un  cylindre  parallèle 
à  une  droite  donnée  et  circonscrit  à  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Solution  dans  Tespace.  Par  chaque  génératrice,  on  mène  un 
plan  tangent  parallèle  à  la  droite  donnée.  On  en  construit  les  points 
de  contact  dont  l'ensemble  sera  la  courbe  de  contact  demandée. 

L'analyse  prouve  que  cette  courbe  est  une  parabole. 

Remarques.  L  En  prenant  la  droite  donnée  parallèle  aux 
rayons  lumineux,  on  voit  que  la  courbe  d'ombre  est  une  parabole. 
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il.  Dans  l'hypothèse  d'un  foyer  lumineux  donné  en  un  point 
à  une  distance  finie  du  paraboloïde,  aussi  bien  que  dans  celle  des 
rayons  lumineux  parallèles,  donc  à  foyer  lumineux  à  l'infini,  la 
courle  d'' ombre  est  toujours  une  courbe  plane. 

228.  Problème  VI.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan 
tangent  à  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Première  solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un 
premier  cône  circonscrit  au  paraboloïde  et  ayant  son  sommet  en  un 
point  A  de  la  droite  donnée  (225).  Tout  plan  passant  par  A  et  par 
un  point  quelconque  a  de  cette  courbe  sera  un  plan  tangent  au 
paraboloïde  et  contiendra,  en  ce  point  a,  deux  génératrices  de  la 
surface. 

On  construit  de  même  la  courbe  de  contact  d'un  second  cône 
circonscrit  au  paraboloïde  et  ayant  son  sommet  en  un  point  B  de 
la  droite. 

Les  deux  courbes  de  contact  se  rencontrent  en  des  points  qui 
sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés. 

En  effet,  si  x  est  un  tel  point,  il  sera  le  point  de  contact  du 
plan  tangent  en  x  et  passant  par  A,  aussi  bien  que  du  plan  tangent 
en  X  et  passant  par  B.  Ces  deux  plans  doivent  coïncider  car,  en  x, 
il  n'existe  qu'un  seul  plan  tangent  à  la  surface. 

Remarque.  Le  problème  admet,  en  général,  deux  solutions. 

La  première  courbe  de  contact  est  une  hyperbole,  courbe  plane. 

La  seconde  courbe  de  contact  est  aussi  une  hyperbole,  mais 
située  dans  un  autre  plan. 

Ces  deux  courbes  ne  peuvent  se  rencontrer  qu'en  des  points 
situés  sur  la  droite  d'intersection  de  leurs  plans,  et  cette  droite  ne 
peut  rencontrer  aucune  de  ces  courbes  en  plus  de  deux  points. 

Peuxième  solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un 
cône  circonscrit  au  paraboloïde  et  ayant  son  sommet  en  un  point  A 
de  la  droite. 

On  construit  de  même  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  cir- 
conscrit à  la  surface  et  parallèle  à  la  droite  (227). 

Les  deux  courbes  se  coupent,  en  général,  en  deux  points  qui 
sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés. 
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En  effet,  soit  x  un  des  points  de  rencontre  des  deux  courbes. 

Le  plan  tangent  en  ce  point,  formé  par  les  deux  génératrices 
des  deux  systèmes  qui  passent  en  ce  point,  passe  par  le  point  A  et 
est  parallèle  à  la  droite  D,  donc  il  passe  par  cette  droite. 

Remarque.  Cette  solution  admet,  en  général ^  deux  plans  tan- 
gents au  paraboloïde. 

Troisième  solution.  On  construit  les  ^points  de  rencontre  de  la 
droite  avec  la  surface.  Le  paraboloïde  ne  peut  être  percé  par  cette 
droite  qu'en  deux  points.  Si  la  droite  avait  trois  points  de  commun 
avec  la  surface  elle  y  serait  située  entièrement  (205-X). 

Soient  M  et  N  les  deux  points  de  rencontre.  En  chacun  de  ces 
points  passent  deux  génératrices.  Au  point  N  on  a  la  génératrice  G* 
du  premier  système  et  la  génératrice  G^  du  second  mode  de  géné- 
ration. 

En  M,  on  a  G*,  génératrice  du  premier  système,  et  G*,  généra- 
trice du  second  système. 

La  droite  MN  et  la  génératrice  G^  déterminent  un  plan  tangent 
et,  comme  G^  rencontre  toutes  les  génératrices  du  second  système, 
elle  rencontrera  G^  en  X,  point  de  contact  du  plan  tangent  demandé. 

De  même,  le  plan  MNY  est  un  deuxième  plan  tangent  et  son 
point  de  contact  est  le  point  Y,  rencontre  des  deux  génératrices  de 
systèmes  différents  situées  toutes  les  deux  dans  le  plan  MNY. 

Le  problème  précédent  exige  la  solution  du  problème  suivant  : 

229.  Problème  VII.  Trouver  les  points  de  rencontre  ëfune  droite 
mec  un  paraloloïde  hyperloUque. 

Solution  dans  Tespace.  Par  la  droite  on  fait  passer  un  plan 
MN.  On  coupe  le  paraboloïde  et  le  plan  par  une  série  de  plans  paral- 
lèles à  Pj.  Chacun  de  ces  plans  coupe  la  surface  suivant  une  géné- 
ratrice et  le  plan  MN  suivant  une  parallèle  à  Pj.  La  rencontre  des 
deux  dr,Qitea;  .d'un,,  même  plan  xiuxiliaire  est^un  pçint  de  la  droite 
d'intersection  du  plan  MN  avec  le  paraboloïde. 

Le  lieu  géométrique  des  points  ainsi  trouvés  sera  une  droite  ou 
iine  courte  du  second  degré. 

Les  points  d'intersection  de  cette  ligne  avec  la  droite  donnée 
sont  les  points  où  la  droite  perce  la  surface. 

14. 
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Autre  solution.  Il  existe  une  solution  directe  de  ce  problème, 
plus  en  rapport  avec  la  méthode  générale  que  nous  suivons  dans  la 
recherche  des  intersections  des  lignes  avec  les  surfaces.  Cette  solu- 
tion se  base  sur  l'emploi  de  deux  systèmes  de  polaires  (*). 

230.  Problème  VIII.  Parallèlement  à  un  plan  donné,  mener  %n 
flan  tangent  à  un  paraholoïde  hyperbolique. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  devant  être  parallèle 
au  plan  donné  M  et  contenir  une  génératrice  g  du  paraboloïde,  il  faut 
que  cette  dernière  soit  parallèle  au  plan  M.  Comme  la  génératrice  g 
est  parallèle  à  Pj,  le  plan  directeur,  il  faut  qu'elle  soit  parallèle  à  la 
droite  d'intersection  du  plan  M  avec  le  plan  directeur. 

On  construit  donc  une  génératrice  g  parallèle  au  plan  M  ;  on 
mène,  par  cette  droite,  un  plan  parallèle  à  M;  ce  sera  le  plan  tangent 
demandé.  La  ligne  droite  suivant  laquelle  ce  plan  coupe  la  surface 
rencontrera  g  en  un  point  X  qui  sera  le  point  de  contact  du  plan 
tangent. 

231.  Problème  IX.  Trouver,  sur  le  paraloloïde  Jiyperlolique, 
une  génératrice  parallèle  à  un  plan  donné. 

La  génératrice  sera  parallèle  à  la  droite  d'intersection  du  plan 
donné  avec  le  plan  directeur  pris  pour  plan  Pj. 

La  génératrice  devant  de  plus  s'appuyer  sur  les  deux  direc- 
trices, le  problème  est  ramené  au  problème  suivant  : 

Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener  une  droite  s'appugant 
sur  deux  droites  données. 

Remarque.  Le  problème  est  impossible,  si  le  plan  donné  ren- 
contre le  plan  directeur  suivant  une  parallèle  à  l'intersection  com- 
mune des  deux  plans  directeurs  du  paraboloïde  (205.  —  VI). 


Plans  tangents  à  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 


232.  Problème  I.  Par  un  point  donné  sur  une  génératrice  d'un 
hyperholoïde  à  une  nappe,  mener  un  plan  tangent. 


(*)  J.  B.  Brasseur.  Applications  des  projections  cotées  à  diverses  recherches 
sur  l'étendue.—  Liège  1841. 
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Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné  passe  la  généra- 
trice donnée  du  premier  système  et  une  génératrice,  à  construire,  du 
second  mode  de  génération.  Ces  deux  droites  déterminent  le  plan 
tangent  demandé. 

Solution  graphique. —  Choix  des  données  (Ep.  132).  Employons 
la  méthode  des  projections  cotées,  et  prenons,  pour  plan  de  projec- 
tion horizontal,  un  plan  parallèle  à  deux  directrices  de  l'hyperbo- 
loïde  et  supposons  la  troisième  directrice  perpendiculaire  à  ce  plan  ; 
elle  s'y  projetera  suivant  un  point.  Comme,  en  général,  ce  cas  par- 
ticulier favorable  n'existe  pas,  on  prendra,  pour  lignes  projetantes  et 
plans  projetants,  des  lignes  et  plans  parallèles  à  la  troisième  direc- 
trice. On  aura  un  système  de  projections  cotées  oUiques  donnant  les 
mêmes  propriétés  projectives  pour  les  points,  lignes  et  plans  que 
celles  qui  existent  dans  un  système  de  projections  cotées  orthogo- 
nales. 

Cela  posé,  les  deux  directrices  parallèles  au  plan  horizontal  se 
projettent  en  D^  et  D^.  La  troisième  aura  pour  projection  le  point  D. 

Pour  représenter  l'hyperboloïde ,  il  faut  construire  plusieurs 
génératrices  de  cette  surface. 

Génératrices  du  premier  système.  Elles  doivent  toutes  s'appuyer 
sur  D  et  auront  pour  projections  des  droites  passant  par  le  point  D. 
Menons,  par  ce  point  D,  trois  droites  quelconques  g,  g^  et  g^  dirigées 
d'une  manière  quelconque  et  rencontrant  les  deux  directrices  D^  et 
D^.  La  génératrice  g  passant  toutefois  par  le  point  donné  A4. 

Génératrice  du  second  système  passant  par  A4.  Nous  savons  que 
toute  droite  qui  rencontre  trois  génératrices  du  premier  système  de 
l'hyperboloïde  est  une  génératrice  du  second  système.  Il  sufiSt  donc, 
pour  déterminer  cette  génératrice,  de  mener,  par  le  point  A^ ,  une 
droite  qui  s'appuie  sur  g^  et  g^.  Pour  cela,  par  le  point  A"*  et  la  géné- 
ratrice ^1,  on  fait  passer  un  plan;  par  A*  et  ^2,  on  fait  passer  un 
deuxième  plan  ;  ces  deux  plans,  en  se  coupant,  déterminent  la  géné- 
ratrice G  du  deuxième  système. 

Plan  tangent.  La  génératrice  g  du  premier  mode  et  la  généra- 
trice G  du  second  système  passent  par  un  même  point  A4  de  la  sur- 
face et  déterminent  le  plan  tangent  demandé  dont  on  construira 
l'échelle  de  pente. 
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233.  Problème  II.  Par  un  'point  hors  de  Vhyperloloïàe^  mener 
un  plan  tangent  de  manière  que  le  point  de  contact  se  trouve  sur  une 
génératrice  donnée. 

Solution  dans  l'espace.  La  génératrice  donnée  et  le  point 
donné  déterminent  le  plan  tangent. 

On  construit  l'intersection  de  ce  plan  avec  Fhyperboloïde  ;  cette 
intersection  est  une  droite  qui  rencontre  la  génératrice  donnée  au 
point  de  contact  du  plan  tangent. 

Solution  graphique.  —  Données  (Ep.  133).  Adoptons  les  dis- 
positions du  problème  précédent  et  soient  D^  et  D^  les  deux  direc- 
trices parallèles  au  plan  horizontal,  le  point  D  la  projection  de  la 
troisième  directrice,  g  la  génératrice  donnée  et  P^  le  point  donné. 

Génératrices  du  premier  système.  Voir  problème  précédent. 

Détermination  du  plan  tangent.  Par  le  point  P^  et  la  généra- 
trice g  passe  un  plan  ;  il  rencontre  g^  en  B  et  ^i  en  A.  Les  points  A 
et  B  sont  situés  sur  la  droite  d'intersection  de  l'hyperboloïde.  Cette 
droite  AB  rencontre  la  génératrice  g  au  point  C,  point  de  contact 
du  plan  tangent. 

234.  Problème  III.  Déterminer  les  points  de  contact  de  tous  les 
plans  tangents  que  Von  peut  mener  par  un  point  donné  à  un  hyperloloïde 
à  une  nappe. 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  de  contact  d''un  cône  circonscrit 
à  un  hyperloloïde  à  une  nappe  et  ayant  son  sommet  en  un  point  donné 
en  dehors  de  la  surface. 

Solution  dans  l'espace]  Par  le  point  donné  et  chacune  des 
génératrices  de  la  surface,  on  mène  un  plan  tangent,  dont  on  con- 
struit le  point  de  contact. 

Le  lien  géométrique  de  ces  points  est  la  courbe  de  contact  du 
corie  circonscrit. 

Remai^ques.  I.  Suivant  que  le  point  donné  est  situé  sur  un 
diamètre  qui  est  transverse,  non  transverse  (à  l'intérieur  du  cône 
asymptote)  ou  qui  se  confond  avec  une  génératrice  de  ce  cône,  on 
démontre  que  l'a  courbe  de  contact  du  cône  circonscrit  est  une 
ellipse,  une  hyperbole  ou  parabole  (*). 

(*)  J.  de  la  Gournerie,  op.  cit.  Livre  III.  Surfaces  gauches. 


J 


—    221     — 

II.  Si  le  point  donné  est  pris  Tpour  foi/er  lumineux,  on  voit  que 
la  courbe  d'ombre  propre  de  l'hyperboloïde  est  une  courbe  plane. 

Si  le  foyer  lumineux  est  sur  la  surface,  le  cône  circonscriti  se- 
réduisant  à  un  plan  tangent,  la  courbe  d'ombre  propre  sera  formé© 
par  deux  génératrices  des  deux  systèmes  de  génération  qui  passent 
par  ce  point. 

235.  Problème  IV.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener 
un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe  de  manière  que  le  point 
de  contact  se  trouve  sur  une  génératrice  donnée. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  génératrice  donnée  on  mène 
un  plan  parallèle  à  la  droite  donnée  ;  ce  plan  est  le  plan  tangent 
demandé.  Il  coupe  la  surface  suivant  une  droite,  génératrice  du  second 
mode,  et  le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  génératrice 
donnée  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent. 

Solution  graphique.  Le  choix  des  données  et  l'exécution  de 
l'épure  se  fait  comme  au  problème  précédent. 

236.  Problème  V.  Déterminer  les  points  de  contact  de  tous  les^ 
plans  tangents  parallèles  à  une  droite  donnée  que  Von  peut  mener  à  un 
hyperboloïde  à  une  nappe. 

Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  de  contact  d''un  cylindre  pœraillèle 
à  une  droite  donnée  et  circonscrit  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Solution  dans  l'espace.  Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on 
mène  des  plans  tangents  à  la  surface  ayant  leurs  points  de  contact 
successivement  sur  chacune  des  génératrices.  L'ensemble  de  ces 
points  est  la  courbe  de  contact. 

Cette  courbe  est  une  courbe  plane  (*). 

Remarque.  Si  les  génératrices  du  cylindre  sont  parallèles  aux 
rayons  lumineux  émanant  d'un  foyer  situé  à  l'infini,  la  courbe  de 
contact  devient  la  courbe  d'ombre  propre  de  l'hyperboloïde. 

237.  Problème  VI.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  taur 
gent  à  un  hyperboloïde  à  une  nappe. 

Première  solution.  On  circonscrit  à  l'hyperboloïde  unx  côfiOp 
ayant  pour  sommet  un  point  A  de  la  droite  (234). 

(*)  Jules  De  la  Gournerie,  op.  cit.,  Livre  III. 
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On  circonscrit,  à  la  même  surface,  un  deuxième  cône  ayant 
pour  sommet  un  point  B  de  la  même  droite.  Les  deux  courbes  de 
contact  se  rencontrent,  en  général,  en  deux  points  X  et  y  qui,  avec 
la  droite  AB,  déterminent  les  plans  tangents. 

Deuxième  solution.  On  circonscrit  à  l'hyperboloïde  un  cône 
ayant  pour  sommet  un  point  A  de  la  droite  donnée. 

On  circonscrit  à  la  même  surface  un  cylindre  parallèle  à  la 
droite  donnée  (236).  Les  points  de  rencontre  des  deux  courbes  de 
contact  déterminent  chacun,  avec  la  droite  donnée,  un  plan  qui  est 
le  plan  tangent  demandé  et  qui  a  ce  point  pour  point  de  contact. 

Troisième  solution.  On  construit  les  points  de  rencontre  M 
et  N  de  la  droite  avec  l'hyperboloïde.  Au  point  M  passent,  sur  la 
surface,  deux  génératrices  0^  et  Gi  des  deux  modes  de  génération. 

Au  point  N,  on  a  de  même  deux  génératrices  ^j  et  g^. 

La  génératrice  G,  forme,  avec  MN,  un  plan  et,  comme  G^  ren- 
contre ^2  en  X,  le  plan  MNGj  g^  est  un  plan  tangent,  passant  par  la 
droite  donnée  MN,  et  ayant  son  point  de  contact  en  X. 

Le  plan  MNGg  ^i  est  un  autre  plan  tangent  ;  sont  point  de  con- 
tact est  le  point  Y. 

238.  Problème  VU.  Trouver  les  points  de  rencontre  cfune  droite 
avec  un  hyperloloïde. 

Solution.  Par  la  droite,  on  fait  passer  un  plan;  on  en  construit 
la  ligne  d'intersection  avec  l'hyperboloïde,  et  les  points  de  rencontre 
de  cette  ligne  avec  la  droite  donnée  sont  les  points  où  cette  droite 
perce  la  surface. 

Ce  problème,  et  par  conséquent  le  précédent,  admettent  en 
général  deux  solutions. 

•  Il  n'y  a  qu'une  solution,  si  la  droite  est  tangente  à  l'hyperbo- 
loïde, et  le  problème  est  impossible  si  elle  ne  rencontre  pas  cette 
surface. 

239.  Problème  VIII.  Parallèlement  à  un  plan  donné,  mener  un 
plan  tangent  à  un  hyperloloïde  à  une  nappe. 

Solution.  On  construira  les  courbes  de  contact  de  deux  cylin- 
dres circonscrits  à  la  surface  et  parallèles  respectivement  à  deux 
droites  du  plan  donné.  Les  deux  courbes  de  contact,  courbes  planes, 
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se  rencontrent  en  deux  points  X  et  Y  qui  sont  les  points  de  contact 
des  plans  tangents. 

En  effet,  le  plan  tangent  en  X  à  l'hyperboloïde  est  un  plan 
parallèle  à  l'une  des  droites  du  plan  donné  et  en  même  temps  paral- 
lèle à  l'autre  droite  de  ce  même  plan,  donc  parallèle  aux  deux 
droites  à  la  fois  et  par  suite  au  plan. 


Chapitre  V. 


Plans  tangents  aux  surfaces  gauches  quelconques. 


Surfaces  de  raccordement. 


240.  Surfilées  de  raccordement.  L'hyperboloïde  à  une  nappe 
et  le  paraboloïde  hyperbolique  sont  les  surfaces  gauches  qui  per- 
mettent le  plus  aisément  la  construction  de  leurs  plans  tangents. 

Pour  une  surface  gauche  quelconque  à  directrices  curvilignes, 
la  construction  du  plan  tagent  est  onéreuse  et  impossible  parfois  à 
cause  des  nombreuses  constructions  graphiques  qu'elle  nécessite. 

Les  problèmes  relatifs  à  ces  questions  seraient  donc  pratique- 
ment impossibles  si  l'on  n'avait  un  moyen  de  ramener  la  construc- 
tion des  plans  tangents  aux  surfaces  gauches  quelconques  à  celle 
des  plans  tangents  aux  deux  surfaces  gauches  du  second  degré. 

Ce  moyen  est  le  suivant  :  On  construit,  le  long  d'une  généra- 
trice de  la  surface  gauche  donnée,  un  paraboloïde  ou  un  hyperbo- 
loïde,  ayant  même 'plan  tangent  que  la  surface  donnée  en  chaque  point 
de  la  génératrice  commune.  Tout  plan  tangent  mené  en  un  point  de 
cette  génératrice  à  l'hyperboloïde  ou  au  paraboloïde  ainsi  construits, 
sera  un  plan  tangent  à  la  surface  gauche. 

Ces  paraboloïdes  et  hyperboloïdes  portent  le  nom  de  surfaces 
gauches  de  raccordement;  elles  se  raccordent  suivant  une  génératrice 
avec  les  surfaces  données,  lesquelles  sont  raccordées  aux  premières. 

L'existence  de  ces  surfaces  de  raccordement  et  leur  recherche 
sont  basées  sur  deux  lemmes. 
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241.  Lemme  I.  Si  deux  surfaces  gaucJies  à  trois  directrices  ont 
une  génératrice  commune  et  les  plans  tangents  communs  en  trois  points 
de  cette  génératrice,  elles  auront  même  plan  tangent  en  un  point  quel- 
conque de  cette  droite  et  se  rxccordent  le  long  de  celle-ci. 

Soient  (Fig.  134)  G  la  génératrice  commune  aux  deux  surfàôés 
S  et  S',  A,  B  et  G  trois  points  de  cette  droite  pour  lesquels  les  plans 
tangents  sont  les  mêmes  pour  les  deux  surfaces. 

Je  dis  qu'en  un  quatrième  point  quelconque  D,  S  et  S'  ont 
encore  même  plan  tangent. 

Coupons  les  deux  surfaces  et  leurs  plans  tangents  par  trois 
plans  quelconques  menés  par  A,  B  et  C. 

Le  plan  sécant  qui  passe  par  A  coupe  S  suivant  une  courbe  MM 
et  S'  suivant  la  courbe  NN  ;  ces  deux  courbes  passent  par  A  et  sont 
tangentes  en  A  à  la  droite  T  suivant  laquelle  le  plan  tangent  com- 
mun est  coupé  par  le  plan  sécant.  MM  et  NN  ont  donc  un  élément 
rectiligne  infiniment  petit  A  a  commun  avec  la  tangente  T. 

Les  plans  sécants  menés  successivement  par  B  et  C  coupent  S 
suivant  les  courbes  M'M',  N'N'  et  S' suivant  M"M"  et  N"N",  tangentes 
respectivement  en  B  et  C  aux  droites  T'  et  T"  suivant  lesquelles  les 
plans  tangents  en  ces  points  sont  coupés  par  les  plans  sécants.  Ges 
courbes  ont  donc  un  élément  rectiligne  infiniment  petit  BJ  et  Ce 
commun  respectivement  avec  les  tangentes  T'  et  T". 

Les  trois  couples  de  courbes  étant  tracées  sur  les  deux  surfaces, 
MM,  M'M',  M"M"  peuvent  être  prises  pour  directrices  de  S  et  NN, 
N'N',  N"N"  pour  directrices  de  S'. 

Faisons  mouvoir  la  génératrice  G  sur  les  courbes  MM,  M'M'  et 
M"M"  afin  d'engendrer  S,  et  soit  G'  une  position  infiniment  rappïo- 
chée  de  la  position  de  départ  G. 

Les  éléments  infiniment  petits  décrits  par  G  pour  aller  en  G' 
sur  les  directrices  sont  des  éléments  rectilignes  infiniment  petits 
appartenant  aux  tangentes  en  A,  B  et  C  à  ces  courbes  ;  ces  tangentes 
étant  les  mêmes  pour  les  directrices  NN,  N'N'  et  N"N",  il  en  résulte 
que  les  éléments  Aa,  BJ  et  Ce  appartiennent  également  à  ces  direc- 
trices, donc  ils  sont  communs  aux  deux  surfaces  et  par  conséquent 
la  génératrice  G'  est  située  à  la  fois  sur  S  et  S'. 
Breithof.  Géom.  dbscript.  il  15 
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Les  deux  surfaces  ont  donc  deux  génératrices  infiniment  voi- 
sines communes. 

Coupons  actuellement  les  deux  surfaces  par  un  plan  quelconque 
passant  par  un  quatrième  point  D  ;  il  coupe  S  et  S'  suivant  deux 
courbes  M"'M."'  et  N"'N"'  passant  par  les  points  D  et  d,  point  de  ren- 
contre du  plan  avec  les  deux  génératrices  infiniment  voisines  G 
et  G'.  Les  deux  courbes  auront  donc  au  point  D  même  tangente  T'". 

Or,  la  tangente  T'"  et  la  génératrice  G  déterminent  le  plan  tan- 
gent en  D  à  chacune  des  deux  surfaces.  Ces  plans  sont  donc  les 
mêmes  en  ce  point.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Dans  cette  démonstration,  due  à  Hachette,  on  néglige  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  sans  aucune  influence  dans  un  cours  de  mathématiques  gra- 
phiques comme  la  Géométrie  descriptive.  Aussi  préférons-nous  cette  démons- 
tration à  toute  autre ,  basée  sur  l'analyse ,  comme  étant  plus  conforme  à  l'esprit 
de  la  Géométrie  descriptive  et  plus  facile  à  comprendre  par  le  public  si  varié 
auquel  s'adresse  cette  science. 

Le  lecteur  trouvera  des  démonstrations  trés-rigoureuses  du  théorème  de 
Hachette  dans  le  traité  de  Géométrie  descriptive  de  Mannheim  et  dans  celui  de 
Fiedler,  la  première  déduite  des  principes  de  la  Géométrie  cinématique  et  l'autre 
basée  sur  les  considérations  de  la  Géométrie  de  position  (*). 

242.  Lemme  II.  Si  deux  surfaces  gauches  ont  même  plan  direc- 
teur, une  génératrice  commune  et  deux  plans  tangents  communs  en  deux 
points  de  cette  génératrice,  elles  auront  mêm^  plan  tangent  en  un  point 
quelconque  de  cette  droite  et  se  raccordent  le  long  de  celle-ci. 

Soient  (Fig.  135)  G  la  génératrice  commune  aux  deux  surfaces 
gauches  S  et  S',  A  et  B  les  points  pour  lesquels  S  et  S'  ont  même 
plan  tangent,  je  dis  qu'en  un  troisième  point  C  de  G,  S  et  S'  ont 
encore  même  plan  tangent. 

Un  plan  sécant  mené  par  A  coupe  S  et  S'  suivant  les  courbes 
M  et  N  ayant  en  A  même  tangente  T,  droite  d'intersection  du  plan 
tangent  en  A  avec  le  plan  sécant.  M  et  N  ont  donc  un  élément  rec- 
tiligne  ka  infiniment  petit  commun  avec  la  tangente. 


(*)  Fiedler.  Darstellende  Géométrie.  —  Leipsig  1871. 
(*)  Mannheim.  Cours  de  Géométrie  descriptive  de  l'Ecole  polytechnique.  — 
Paris  1880. 
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Un  plan  sécant  passant  par  B  coupera  le  plan  tangent  en  ce 
point  suivant  la  droite  T',  tangente  commune  aux  deux  courbes  M' 
et  N'  suivant  lesquelles  le  plan  sécant  coupe  les  deux  surfaces.  M'  et 
N'  auront  aussi  un  élément  rectiligne  BJ  infiniment  petit  commun 
avec  la  tangente. 

En  prenant  ces  courbes  M  et  M',  N  et  N',  respectivement  pour 
directrices  des  deux  surfaces  S  et  S',  une  droite  telle  que  G,  se  mou- 
vant parallèlement  au  plan  directeur  et  s'appuyant  sur  ces  direc- 
trices, engendrera  les  deux  surfaces  S  et  S'. 

Soit  G'  une  position  de  cette  génératrice  infiniment  rapprochée 
de  G.  Pour  aller  de  G  en  G',  G  aura  parcouru,  sur  les  directrices 
M  et  M'  de  S,  des  éléments  rectilignes  infiniment  petits  ka  et  BJ,  et 
sur  les  directrices  N  et  N'  de  S',  les  éléments  ka  et  BJ,  infiniment 
petits  de  ces  courbes,  etc.  (à  achever  comme  au  Lemme  I). 

Appliquons  ces  considérations  à  la  recherche  du  plan  tangent  à 
une  surface  gauche  quelconque. 


Problèmes  à  résoudre. 


»43.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  gauche  quelconque  : 

Par  un  point  situé  sur  une  génératrice I 

Par  un  point  hors  de  la  surface  de  manière  que  le  point  de  contact 

soit  sur  une  génératrice  donnée II 

Parallèlement  à  une  droite  donnée  .......        III 

Parallèlement  à  un  plan  donné IV 

Par  une  droite  donnée V 

Applications. 

Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface 

gauche  quelconque  ayant  pour  sommet  un  point  donné  ....        VI 
Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  d'ombre  propre  d'icne  surface 

ga  uche  éclairée  par  un  foyer  lumineux  situé  en  un  point  donné. 

Construire  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  parallèle  à  une  droite 

dÔ7inée  et  circonscrit  à  une  sur  face  gauche  quelconque     ....        VII 
Ou  bien  :  Déterminer  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface 

gaucJie  dans  ïhypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles. 
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244.  Problème  I.  Par  %n 'point  donné  sur  une  génératrice  d'une 
surface  réglée  gauche,  mener  un  plan  tangent. 

Premier  cas.  La  surface  est  à  trois  directrices. 

Solution.  Soient  (Fig.  136)  G  la  génératrice  donnée,  M  un 
point  de  cette  droite,  A,  B  et  C  les  points  de  rencontre  de  G  avec 
les  trois  directrices  D,  D'  et  D". 

En  ces  points,  menons  les  tangentes  T,  T'  et  T"  respectivement 
aux  directrices  D,  D'  et  D".  Les  plans  GAT,  GBT'  et  GCT"  sont  des 
plans  tangents,  A,  B  et  C  leurs  points  de  contact.  Ces  plans  con- 
tiennent, en  eflfet,  en  ces  points,  deux  droites  tangentes  à  deux 
courbes  (dont  l'une  est  G)  passant  par  ces  points  et  tracées  sur  la 
surface. 

Si  ^pu8  considérons  les  trois  tangentes  T ,  T'  et  T"  comme 
directrices  d'un  hyperboloïde,  G  en  sera  une  génératrice  et  les  trois 
plans  GAT,  GBT'  et  GCT"  sont  trois  plans  tangents  de  cette  sur- 
l'ace  ayant  respectivement  A,  B  et  C  pour  points  de  contact. 

Ces  plans  sont,  en  effet,  déterminés  en  ces  points,  par  une 
génératrice  G  du  premier  système  et  une  directrice  T,  T'  ou  T", 
génératrice  du  second  système  de  l'hyperboloïde. 

L'hyperboloïde  ainsi  construit  a  donc  une  génératrice  G  com- 
mune avec  la  surface  S  et  trois  plans  tangents  en  trois  points  A, 
B  et  C  de  G  se  confondant  avec  les  plans  tangents  à  S  en  ces 
mêmes  points. 

Cet  hyperTaoloïde  se  raccorde  donc  avec  S  le  long  de  G,  et  le 
plan  tangent  en  M  à  cet  hyperboloïde  sera  le  plan  tangent  en  M  à  la 
surface  gauche  donnée. 

De  ce  qui  précède,  nous  déduisons  la  solution  suivante  : 

Par  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  donnée  avec  les  trois 
directrices,  on  mène  des  tangentes  à  ces  dernières.  Ces  tangentes  sont 
prises  pour  directrices  d\n  hyperloloïde,  lequel  se  raccorde  le  long  de 
la  génératrice  donnée  avec  la  surface  gauche.  Le  plan  tangent  en  M  à 
cet  hyperloloïde  sera  le  flan  tangent  en  ce  point  à  la  surface  gauche. 

Remarques.  I.  Dans  la  détermination  de  l'hyperboloïde  de 
raccordement,  il  n'est  pas  rigoureusement  nécessaire  de  prendre 
pour  directrices  les  trois  tangentes  AT,  BT'  et  CT".  Toute  droite 
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située  dans  l'un  des  plans  tangents  GTA,  GT'B  ou  GT"C  peut  être 
prise  pour  directrice  en  remplacement  de  la  tangente  à  la  courbe 
directrice. 

En  effet,  une  droite  quelconque  AR  située  dans  le  plan  GAT 
prise  pour  directrice  au  lieu  de  AT,  détermine  avec  G  le  plan  tan^ 
gent  à  l'hyperboloïde.  Ce  plan  GAR,  étant  le  même  que  GAT,  sera 
par  conséquent  tangent  à  la  surface  donnée,  et  l'hyperboloïde  ayant 
AR  pour  directrice  au  lieu  de  AT  se  raccordera  avec  la  surface 
donnée  le  long  de  G. 

II.  La  remarque  précédente  nous  permet  de  remplacer  l'hyper- 
boloïde de  raccordement,  pour  lequel  la  construction  du  plan  tangent 
est  assez  onéreuse,  par  un  paraboloïde  de  raccordement. 

On  sait  que  l'hyperboloïde  qui  a  trois  de  ses  génératrices 
parallèles  à  un  plan  devient  un  paraboloïde.  Ces  trois  génératrices 
pouvant  être  prises  pour  directrices,  il  suffit  de  prendre  pour  direcr 
trices  de  l'hyperboloïde  de  raccordement  trois  droites  pay£^llèles  à 
un  même  plan,  pour  qu'il  se  change  en  paraboloïde. 

Comme,  d'un  autre  côté,  toute  droite  des  plans  tangents  GAT, 
GBT'  et  GCT"  peut  être  prise  pour  directrice  de  l'hyperboloïde  de 
raccordement,  nous  voyons  qu'en  coupant  l'un  de  ces  plans,  le  plan 
GAT,  par  exemple,  par  un  plan  parallèle  à  T'  et  T",  la  droite  d'in- 
tersection AR  sera  parallèle  au  plan  des  tangentes  AT'  et  AT",  et 
cette  droite  AR,  ainsi  que  les  deux  tangentes  T'  et  T",  prises  pour 
directrices  d'un  hyperboloïde,  donnent  un  paraboloïde. 

La  solution  générale  se  trouve  donc  modifiée  comme  suit  : 

On,  construit  un  hyperloloïde^  se  raccordant  le  long  de  G  amc  la 
surface  S  et  ayant  pour  directrices  trois  droites  parallèles  à  un  mêmç 
plan.  Cet  hyperboloïde  sera  un  paraholoïde  de  raccordement  et  le  plan 
tangent  en  M  à  cette  surface  sera  tangent  au  même  point  à  la  surface  S. 

Deuxième  cas.  La  surface  gauche  est  à  plan  directeur. 

Solution.  La  génératrice  donnée  G  (Fig.  137)  rencontre  les 
deux  directrices  D  et  D'  aux  points  A  et  B. 

Les  tangentes  AT  et  BT',  menées  en  A  et  B  aux  directrices, 
seront  prises  pour  directrices  d'un  paraboloïde  ayant  même  plan 
directeur  que  la  surface  donnée.  Ce  paraboloïie  se  raccorder^^  le 
long  de  G  avec  la  surface. 
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En  effet,  le  plan  TAG  est  tangent  en  A  à  la  surface  donnée  ;  il 
contient,  en  ce  point,  une  génératrice  G  et  la  tangente  AT  à  une 
courbe  D  passant  par  A  et  sur  la  surface. 

Ce  plan  GAT  étant  formé  par  G,  génératrice  du  paraboloïde  et 
AT  directrice  ou  génératrice  du  deuxième  mode  de  génération ,  sera 
tangent  en  A  à  ce  paraboloïde. 

Le  plan  GBT'  sera  de  même  tangent  en  B  à  la  surface  donnée 
et  au  paraboloïde.  Le  paraboloïde  se  trouve  par  conséquent  dans 
les  conditions  voulues  pour  se  raccorder  avec  la  surface  donnée. 

De  ce  qui  précède,  nous  déduisons  la  solution  suivante  : 

Par  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  donnée  avec  les  deux 
directrices,  on  mène  des  tangentes  à  ces  dernières,  tangentes  que  Von 
prend  four  directrices  d'un  paraboloïde  ayant  même  plan  directeur  que 
la  surface  proposée  et  se  raccordant  ainsi  avec  la  surface  proposée  le 
long  de  la  génératrice  donnée.  Le  flan  tangent  au  foint  donné  à  ce  para- 
boloïde  sera  tangent  à  la  surface  gauche  proposée. 


Cas  particuliers. 


245.  Premier  cas.  Une  des  trois  directrices  de  la  surface  est 
remplacée  par  une  surface  directrice. 

La  génératrice  devant  constamment  toucher  la  surface  directrice 
(196),  l'ensemble  des  points  de  contact  forme  une  courbe  qui  est  en 
définitif  la  troisième  directrice.  Donc,  en  construisant  cette  courbe, 
le-  cas  particulier  qui  nous  occupe  sera  ramené  au  cas  général  d'une 
surface  à  trois  directrices. 

Il  faut  remarquer  toutefois  que  la  construction  de  cette  courbe 
n'est  pas  nécessaire. 

La  génératrice  G  (Fig.  138),  sur  laquelle  est  situé  le  point  H 
par  lequel  il  s'agit  de  mener  le  plan  tangent,  touche  la  surface  direc- 
trice au  point  B,  et  le  plan  tangent  en  ce  point  à  la  surface  direc- 
trice est  le  même  que  le  plan  tangent  en  ce  même  point  à  la  surface 
donnée.  Ils  sont,  en  effet,  déterminés  tous  les  deux  par  G  et  la  tan- 
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gente  BT  à  la  courbe  BR  suivant  laquelle  G,  dans  son  mouvement, 
doit  toucher  S . 

On  construira  ce  plan  tangent  ;  une  droite  quelconque  d  de  ce 
plan,  passant  par  B,  détermine,  avec  les  tangentes  en  A  et  C  aux 
courbes  directrices  D  et  D',  les  trois  directrices  d'un  hyperboloïde 
de  raccordement  le  long  de  G.  • 

Cet  hyperboloïde  devient  paraboloïde  si  la  droite  à  est  l'inter- 
section du  plan  tangent  BMN  avec  un  plan  sécant  mené  par  B 
parallèlement  à  AT'  et  CT". 

Deuxième  cas.  Les  trois  directrices  étant  données,  il  peut  arriver 
que  Von  ne  sache  construire  les  tangentes  à  ces  courtes. 

Soient  G  (Fig.  139)  la  génératrice  donnée  et  H  le  point  de  con- 
tact du  plan  tangent  à  construire.  Représentons  quelques  généra- 
trices rapprochées  de  G  et  des  deux  côtés  de  cette  ligne. 

Par  G,  menons  un  plan  quelconque  ;  il  coupe  les  génératrices 
en  des  points  formant  une  courbe  «g,  "'i  "'S  °'^.  Le  point  de  rencontre 
A  de  cette  courbe  avec  G  est  le  point  de  contact  de  ce  plan  qui  est 
un  plan  tangent  à  la  surface  (200). 

Faisons  passer  par  G  deux  autres  plans  quelconques,  tangents 
à  la  surface  et  soient  C  et  B  leurs  points  de  contact. 

Dans  chacun  de  ces  trois  plans  tangents,  prenons  une  droite 
quelconque  passant  par  le  point  de  contact;  ces  trois  droites  sont 
prises  pour  directrices  d'un  hyperboloïde  de  raccordement  ou  d'un 
paraboloïde,  suivant  qu'elles  se  croisent  dans  l'espace  d'une  manière 
quelconque  ou  qu'elles  ont  été  prises  parallèles  à  un  même  plan. 

Ce  cas  particulier  est  donc  ramené  à  son  tour  au  cas  général. 


246.  Problème  II.  Par  un  point  donné  hors  d'une  su/rface  réglée 
gauche,  mener  un  plan  tangent,  de  manière  que  le  point  de  contact  se 
trouve  sur  une  génératrice  donnée. 

Solution.  Par  le  point  et  la  génératrice,  ont  fait  passer  un  plan  ; 
ce  plan  est  le  plan  tangent  demandé  ;  il  coupe  la  surface  suivant  une 
droite  ou  une  courbe  C,  et  le  point  de  rencontre  de  cette  ligne  d'in- 
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tersection  avec  la  génératrice  donnée  est  le  point  de  contact  du 
plan  tangent. 

Cette  solution  est  applicable  à  toute  surface  gauche.  Comme  la 
construction  de  la  courbe  d'intersection  C  est  plus  ou  moins  ap- 
proximative, on  peut,  pour  plus  de  précision  et  de  facilité,  construire 
le  paraboloïde  de  raccordement  le  long  de  la  génératrice  donnée. 
L'intersection  de  ce  paraboloïde  avec  le  plan  tangent  déterminé 
précédemment  est  une  droite  que  l'on  détermine  par  trois  points.  Le 
point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  génératrice  donnée  fournit 
1^  point  de  contact  du  plan  tangent  au  paraboloïde  de  raccordement, 
donc  à  la  surface  gauche  donnée. 

247.  Problème  III.  Construire  la  courle  de  contact  de  tous  les 
jplans  tangents  que  Von 'peut  mener  à  une  surface  gauche  far  un  point 
situé  hors  de  cette  surface. 

Autrement  :  Construire  la  courle  de  contact  d'un  cône  circonscrit 
à  une  surface  gauche  et  ayant  pour  sommet  un  point  situé  hors  de  cette 
surface. 

Solution.  Par  le  point  et  chacune  des  génératrices  de  la  surface 
gauche,  on  mène  un  plan.  Ce  plan  est  tangent  à  la  surface  et  l'on 
en  détermine  le  point  de  contact  à  l'aide  du  problème  précédent. 
L'ensemble  de  ces  points  donne  la  courbe  de  contact. 

Remarque.  Le  point  donné  étant  pris  pour  foyer  lumineux,  la 
courbe  deviendra  la  courle  d'ombre  propre  de  la  surface. 

248.  Problème  IV.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener 
un  plan  tangent  à  une  surface  réglée  gauche,  de  manière  que  le  point  de 
contact  se  trouve  sur  une  génératrice  donnée. 

Solution.  Parallèlement  à  la  droite  donnée  et  par  la  généra- 
trice donnée  G,  on  mène  un  plan  qui  sera  le  plan  tangent  demandé. 
Il  rencontre  la  surface  suivant  une  ligne,  dont  le  point  d'intersection 
avec  la  génératrice  fournit  le  point  de  contact  du  plan  tangent 
detnandé. 

Au  lieu  de  chercher  la  ligne  d'intersection  du  plan  tangent  avec 
la  surface  donnée  S,  on  substitue  à  cette  dernière  un  paraboloïde  se 
ï'âecordant  avec  S  le  long  de  G.  L'intersection  de  ce  paraboloïde 
avec  le  pian  tangent  sera  une  droite  dont  le  point  d'intersection  avec 
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la  génératrice  sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent  au  parabo- 
loïde,  donc  à  la  surlace  gauche . 

249.  Problème  V.  Construire  la  courU  de  contact  de  tous  les 
plans  tangents  que  Von  peut  mener  à  une  surface  réglée  gauche  paral- 
lèlement à  une  droite  donnée. 

Ou  bien  :  Construire  la  courle  de  contact  d''un  cylindre  circonscrit 
à  une  surface  gauche  quelconque  et  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Solution.  Parallèlement  à  la  droite  donnée  on  mène  des  plans 
tangents  à  la  surface,  de  manière  que  le  point  de  contact  se  trouve 
successivement  sur  chacune  des  génératrices.  L'ensemble  de  ces 
points  constitue  la  courbe  demandée. 

Remarque,  Si  la  droite  donnée  est  parallèle  à  la  direction  prise 
pour  celle  des  rayons  lumineux,  la  courbe  deviendra  la  courbe  d'om- 
bre propre  de  la  surface  gauche. 

250.  Problème  VI.  Parallèlement  à  un  plan  donne,  mener  un 
plan  tangent  à  une  surface  gauche. 

Solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  cir- 
conscrit à  la  surface  et  parallèle  à  une  droite  du  plan  (247). 

On  construit  la  courbe  de  contact  d'un  deuxième  cylindre  cir- 
conscrit à  la  surface  et  parallèle  à  une  deuxième  droite  du  plan  donné. 

Les  deux  courbes  ainsi  construites  se  rencontrent  en  des  points 
qui  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés  (même 
démonstration  qu'au  §  239). 

251.  Problème  VII.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  réglée  gauche. 

Première  solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un 
cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  un  point  de  la  droite  pour 
sommet  (245). 

On  circonscrit  un  deuxième  cône  à  la  surface  ayant  pour  som- 
met un  deuxième  point  de  la  droite. 

Les  deux  courbes  se  rencontrent  en  des  points  qui  sont  les 
points  de  contact  des  plans  tangents  demandés  (même  démonstra- 
tion qu'au  §  228), 

Deuxième  solution.  On  construit  la  courbe  de  contact  d'un 
cône  circonscrit  à  la  surface  et  ayant  pour  sommet  un  point  de  la 
droite.  is 
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On  construit  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  circonscrit  à  la 
surface  et  parallèle  à  la  droite  donnée. 

Ces  deux  courbes  se  rencontrent,  en  général,  en  des  points  qui 
sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  demandés  (228) . 

Troisième  solution.  On  construit  les  points  de  rencontre  de  la 
droite  avec  la  surface  gauche.  En  chacun  de  ces  points  passe  une 
génératrice  et  chacune  de  ces  génératrices  déterminera,  avec  la 
droite  donnée,  un  plan  tangent  ayant  ce  point  pour  point  de  contact. 

Le  problème  admet  autant  de  solutions  que  la  droite  a  de  points 
communs  avec  la  surface. 

La  solution  précédente  exige  celle  du  problème  suivant  : 

252.  Problème  VIII.  Trouver  les  points  de  rencontre  d''une 
droite  avec  une  surface  réglée  gauche  quelconque. 

Solution.  Par  la  droite,  on  fait  passer  un  plan.  Ce  plan  coupe 
les  différentes  génératrices  de  la  surface  en  des  points  dont  l'en- 
semble donne  l'intersection  du  plan  avec  la  surface. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  courbe  avec  la  droite  donnée 
sont  les  points  oii  celle-ci  perce  la  surface. 


Paraboloïde  des  normales. 


253.  La  recherche  des  normales  aux  surfaces  gauches  a  son 
importance  dans  l'application  que  l'on  en  fait  en  stéréotomie. 

Les  joints  normaux  des  voûtes  gauches  ne  sont  formés,  en  défi- 
nitif, que  d'un  ensemble  de  normales  élevées  à  la  douelle  le  long  de 
la  ligne  de  joint,  laquelle  est  une  génératrice  de  la  surface  de 
douelle.  Ces  normales  forment  toujours  une  surface  gauche,  un  para- 
holoïde  Tiyperlolique. 

254.  Théorème.  Dans  toute  surface  gauche  S,  les  diverses  nor- 
males N,  N'  etc.  menées  par  tous  les  points  d^une  même  génératrice  G, 
forment  un  paraboloïde  hyperbolique. 

Démonstration.  Soient  (Fig.  140)  G  une  génératrice  de  S, 
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AN,  A'N',  A"N",  etc.  des  normales  à  S  menées  par  les  points  A, 
A',  A",  etc.  de  G.  L'ensemble  de  ces  normales  forme  une  certaine 
surface  S'  qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Sans  changer  la  nature  de  S',  faisons  tourner  cette  dernière 
d'un  quart  de  révolution  autour  de  G.  S'  se  sera  placée  en  S"  et 
chacune  des  normales  AN ,  A'N' ,  A"N"  sera  respectivement  en 
AN,,  A'N'i,  A"N"i,  etc. 

La  normale  AN  est  perpendiculaire  à  G  et  à  AN,,  donc  au  plan 
de  ces  deux  droites,  lequel  est  ainsi  un  plan  tangent  en  A  à  S. 

ANi  est  donc  une  tangente  au  point  A  à  S. 

Le  même  raisonnement  nous  prouve  que  les  plans  GA'N'j, 
GA"N"i,  etc.  sont  des  plans  tangents  en  A',  A",  etc.  à  la  surface  S 
et  que  les  droites  A'N',,  A"N"j,  etc.  sont  des  tangentes  à  S. 

Prenons  trois  de  ces  tangentes  ANj,  A'N',  et  A"N"i  ;  elles  sont 
toutes  les  trois  parallèles  à  un  plan  perpendiculaire  à  G,  donc,  prises 
pour  directrices,  la  droite  G,  en  se  déplaçant  sur  elles,  engendre  un 
paraboloïde  hyperbolique. 

Ce  paraboloïde  a  pour  plan  tangent  en  A  le  plan  GAN,  plan 
tangent  en  même  temps  et  au  même  point  à  la  surface  S.  Le  même 
paraboloïde  a  encore  même  plan  tangent  avec  S  aux  points  A'  et  A" 
et,  comme  il  a,  avec  S,  la  génératrice  G  commune,  il  se  raccorde 
avec  S  le  long  de  G. 

Démontrons  actuellement  que  toute  normale  à  S,  telle  que  A"'N"', 
après  avoir  été  rabattue  d'un  quart  de  révolution  en  A"'iN"'i,  se 
trouve,  en  cette  position,  sur  le  paraboloïde  formé  par  les  trois  nor- 
males déjà  considérées. 

A  cet  effet,  coupons,  en  A"',  la  surface  S ,  son  plan  tangent 
ainsi  que  le  paraboloïde  en  question  par  un  plan  perpendiculaire 
à  G.  Ce  plan,  parallèle  aux  directrices,  coupera  le  paraboloïde  sui- 
vant une  droite  A"'M,  le  plan  tangent  à  S  suivant  A"'N"'i,  perpendi- 
culaire à  G  et  à  A"'N"',  et,  comme  ce  plan  tangent  est  le  même  pour 
le  paraboloïde  de  raccordement,  ce  dernier  plan  sera  coupé  suivant 
la  même  droite  A'"N"'i. 

La  droite  A"'M  coïncidera  donc  avec  A'"N'"i,  et  par  suite  A'"N'"j 
est  une  droite  du  paraboloïde. 
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Or  A"'N'"i,  perpendiculaire  en  A'"  à  G  et  à  A'"N'",  peut  être  con- 
sidérée comme  étant  la  normale  A'"N'"  rabattue  sur  le  plan  tangent. 

Comme  ce  raisonnement  peut  s'appliquer  à  n'importe  quel  point 
de  G,  on  voit  que  l'ensemble  des  normales  menées  aux  différents 
points  d'une  génératrice  G  d'une  surface  réglée  gauche  quelconque 
est,  après  rabattement,  un  paraboloïde  et,  comme  la  surface,  dans 
ce  mouvement,  n'a  fait  que  changer  de  position  et  pas  de  forme,  on 
voit  que  l'ensemble  de  ces  normales  est,  avant  la  rotation  comme 
après  ce  mouvement,  un  paraboloïde  hyperbolique.  Ce  qu'il  fallait 
démontrer. 


Applications, 
Pians  tangents  aux  surfaces  gauches  individuelles. 


255.  Problème  I.  Par  un  point  donné  sur  une  génératrice  du 
Mais-passé,  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  un  paraboloïde  se  raccor- 
dant avec  le  biais-passé  le  long  de  la  génératrice  donnée.  Le  plan 
tangent  au  point  donné  M  à  ce  paraboloïde  sera  le  plan  tangent  au 
biais-passé. 

La  normale  en  M  au  biais-passé  est  la  perpendiculaire  en  M  au 
plan  tangent. 

Solution  graphique  (Ep.  141).  Prenons  pour  Pj  le  plan  du 
parallélogramme  formé  sur  les  deux  diamètres  des  directrices 
courbes.  Pg  sera  pris  parallèle  à  ces  directrices  ;  il  passera  par  l'une 
d'elles  et  sera  normal  à  la  directrice  rectiligne. 

Soit  G  la  génératrice  donnée;  elle  rencontre  les  directrices 
courbes  aux  points  A  et  B  et  la  directrice  rectiligne  en  R. 

JSyperloloïde  de  raccordement.  En  ces  trois  points,  menons  les 
tangentes  aux  directrices,  et  prenons  ces  tangentes  T,  Ti  et  RO  (la 
troisième  directrice  elle-même)  pour  directrices  d'un  hypérboloïdo 
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dont  G  est  une  génératrice.  Cet  hyperboloïde  se  raccorde  avec  le 
biais- passé. 

En  effet,  ces  deux  surfaces  ont  même  génératrice  G  et  même 
plan  tangent  en  trois  points  B,  A  et  R  de  G. 

Au  point  B,  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde  est  déterminé  par 
G  et  par  la  directrice  T^. 

Au  même  point  B,  le  plan  tangent  au  biais-passé  est  déterminé 
par  G  et  par  la  tangente  Tj  en  B  à  la  directrice,  courbe  tracée 
par  B  sur  la  surface. 

De  même,  au  point  A,  le  plan  déterminé  par  T  et  par  G  est 
tangent  à  la  fois  aux  deux  surfaces. 

Au  point  R  enfin,  le  pian  formé  par  RO  et  G  est  un  plan  tan- 
gent commun  en  ce  point  aux  deux  surfaces. 

La  construction  du  plan  tangent  au  biais-passé  au  point  M  est 
donc  ramenée  à  la  construction,  en  ce  même  point,  du  plan  tangent 
à  l'hyperboloïde  de  raccordement. 

Cette  construction  étant  assez  laborieuse,  remplaçons  l'hyper- 
boloïde par  un  paraboloïde  de  raccordement. 

Paraloloïde  de  raccordement.  Coupons,  à  cet  effet,  le  plan  tan- 
gent en  R  par  un  plan  parallèle  aux  deux  tangentes  T  et  Ti,  donc 
parallèle  à  Pg.  La  droite  d'intersection  se  projette  en  R'<^'  sur  Pj  et 
en  R"A"B"  sur  Pg-,  elle  sera  prise,  au  lieu  de  RO,  pour  troisième 
directrice  de  l'hyperboloïde  de  raccordement  qui ,  ayant  ainsi  ses 
trois  directrices  parallèles  à  un  même  plan,  devient  un  paraboloïde. 

Plan  tangent  au  paraloloïde.  Pour  construire  le  plan  tangent  en 
M  au  paraboloïde  de  raccordement ,  il  faut  commencer  par  con- 
struire une  deuxième  génératrice  de  cette  surface. 

Soit  à  construire  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  N.  Elle 
nous  sera  donnée  par  le  problème  bien  connu  :  par  un  point  donné  N 
mener  une  droite  qui  rencontre  deux  droites  données  ^d  et  T^. 

A  cet  effet,  par  N  et  R<?,  menons  un  plan  ;  sa  trace  sur  P^  sera 
R'N'  et  sa  trace  sur  Pg  sera  «"2;"  parallèle  à  R"<?".  Ce  plan  rencontre 
T  au  point  Z.  ZNV  sera  la  génératrice  demandée. 

Pour  avoir  actuellement  le  plan  tangent,  on  coupe  le  parabo- 
loïde par  un  plan  parallèle  à  ses  directrices  et  passant  par  M;  ce 
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plan  coupe  les  génératrices  en  des  points  qui  sont  en  ligne  droite  et 
cette  droite  MS,  génératrice  du  second  système  du  paraboloïde, 
détermine  avec  G  le  plan  tangent  au  paroboloïde. 

Vérifications.  Les  traces  du  plan  tangent  passent  par  les  traces 
de  même  nom  des  droites  qui  le  déterminent. 

Normale  au  Mais-passé.  La  normale  au  point  M  au  biais-passé  a 
ses  projections  perpendiculaires  aux  traces  de  même  nom  du  plan 
tangent. 

256.  Problème  II.  En  un  point  donné  sur  une  génératrice  de 
V arrière-voussure  de  Marseille,  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  Tespace.  On  construit  un  paraboloïde  se  rac- 
cordant avec  l'arrière-voussure  le  long  de  la  génératrice  donnée. 

Le  plan  tangent  au  point  donné  M  à  ce  paraboloïde  sera  le  plan 
tangent  demandé,  et  la  perpendiculaire  élevée  en  M  à  ce  plan  sera 
la  normale  en  ce  point  à  l'arrière-voussure. 

Solution  graphique  (Ep.  142).  Le  plan  Pg  est  parallèle  aux 
deux  directrices  curvilignes.  La  directrice  droite  est  perpendiculaire 
à  ce  plan  et  située  dans  Pj,  lequel  contient  les  diamètres  des  deux 
demi-cercles  directeurs.  Soit  G  la  génératrice  donnée  sur  laquelle 
se  trouve  le  point  M. 

Hyperholoïde  de  raccordement.  La  génératrice  G  rencontre  les 
trois  directrices  aux  points  A,  B  et  0.  Les  tangentes  en  ces  points 
aux  directrices  sont  prises  pour  directrices  de  l'hyperboloïde  dont  G 
est  une  génératrice. 

Ces  trois  tangentes  sont  T,  Tj  et  0.  L'hyperboloïde  ainsi  formé 
se  raccorde  le  long  de  G  avec  la  surface  donnée  (Voir  la  démonstra- 
tion donnée  pour  le  biais-passé). 

Paraboloïde  de  raccordement.  Pour  remplacer  l'hyperboloïde  par 
le  paraboloïde,  on  coupe  son  plan  tangent  en  0  par  un  plan  parallèle 
à  Pj,  donc  parallèle  à  deux  de  ses  directrices  T  et  Tj;  la  droite 
d'intersection  0^,  prise  pour  troisième  directrice  en  remplacement 
d  e  0,  transforme  l'hyperboloïde  en  paraboloïde  se  raccordant  le  long 
de  G  avec  l'arrière-voussure  (Voir  problème  précédent). 

Pour  construire  une  deuxième  génératrice  du  paraboloïde  au 
point  V,  trace  sur  P^  de  la  directrice  T,  par  ce  point  et  la  directrice 
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OB,  on  mène  un  plan;  il  rencontre  la  directrice  T,  au  point  R; 
VR  est  une  deuxième  génératrice  du  paraboloïde. 

Plan  tangent  au  paraloloïde.  Par  M,  on  fait  passer  un  plan 
parallèle  aux  directrices  du  paraboloïde  ;  il  coupe  cette  surface  sui- 
vant la  génératrice  du  second  système  MS;  cette  droite,  avec  G, 
déterminent  le  plan  tangent  au  paraboloïde  de  raccordement,  donc 
à  l'arrière-voussure  de  Marseille. 

Normale.  La  normale  en  M  au  plan  tangent  est  la  normale  en 
M  à  l'arrière-voussure. 

257.  Problème  III.  En  un  point  donné  sur  une  génératrice  de 
V arrière-voussure  de  Montpellier,  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  Tespace.  On  construit  un  paraboloïde  qui  se 
raccorde  avec  l'arrière-voussure  le  long  de  la  génératrice  donnée. 
Le  plan  tangent  au  point  donné  M  au  paraboloïde  sera  tangent  en  M 
à  l'arrière-voussure. 

Solution  graphique  (Ep.  113).  Pg  est  pris  parallèle  à  la  direc- 
trice courbe  et  à  la  directrice  rectiligne  parallèle  au  plan  de  la  pre- 
mière. La  troisième  directrice  est  dans  Pj  et  sera  perpendiculaire 
àP,. 

Hyperloloïde  de  raccordement.  La  génératrice  donnée  G  ren- 
contre les  trois  directrices  aux  points  A,  B  et  0.  Les  tangentes  en 
ces  points  aux  trois  directrices  sont  DS,  <?«  et  0;  ces  deux  dernières 
sont  les  deux  directrices  rectilignes  qui  sont  elles-mêmes  leurs  tan- 
gentes. Ces  trois  tangentes,  prises  pour  directrices,  déterminent  un 
hyperboloïde  à  une  nappe,  se  raccordant  le  long  de  G  avec  l'arrière- 
voussure.  (A  démontrer  —  voir  le  problème  du  biais-passé). 

Paraloloïde  de  raccordement.  Coupons  le  plan  tangent  à  la  sur- 
face en  0  par  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices  DS  et  ds,  donc 
parallèle  à  P^.  Il  coupera  ce  plan  tangent  suivant  une  droite  oJ  qui, 
prise  avec  SD  et  ds  pour  directrices  d'un  hyperboloïde  de  raccorde- 
ment déterminent  un  paraboloïde. 

Pour  pouvoir  mener,  en  M,  le  plan  tangent  au  paraboloïde  de 
raccordement  il  faut,  avant  tout,  construire  une  deuxième  génératrice 
de  cette  surface. 

Pour  cela ,  comme  ponr  les  deux  problèmes  précédents ,  on 
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mènera  par  V,  trace  sur  Pj  de  la  directrice  DS,  et  par  la  direc- 
trice oh,  un  plan  qui  coupe  la  directrice  ds  au  point  R;  VR  est  une 
génératrice  du  paraboloïde , 

Plan  tangent  au  paraloloïde.  Par  M,  faisons  passer  un  plan 
parallèle  à  DS  et  ds,  donc  parallèle  à  Pg;  il  coupera  le  paraboloïde 
suivant  MS,  génératrice  du  second  système.  MS  et  G  déterminent  le 
plan  tangent  au  paraboloïde  et  par  cela  même  à  l'arrière  voussure 
de  Montpellier. 

Normale.  La  perpendiculaire  en  M  au  plan  tangent  est  la  nor- 
male demandée. 

258.  Problème  IV.  En  un  point  donné  sur  une  génératrice  d'un 
hélicoïde  gauche  à  trois  directrices,  mener  un  plan  ta?igent  et  une  nor- 
male. 

Solution  dans  l'espace.  Nous  savons  (212)  qu'en  coupant  la 
surface  par  un  cylindre  droit  et  de  révolution  de  même  axe  que  le 
cylindre  de  l'hélice  directrice  et  ayant  pour  rayon  la  distance  du 
point  donné  M  à  l'axe,  nous  obtenons  une  deuxième  hélice  qui  passe 
par  M. 

La  génératrice  donnée  et  la  tangente  en  M  à  l'hélice  ainsi  con- 
struite sont  deux  droites  qui  déterminent  le  plan  tangent. 

Solution  graphique  (Ep.  144).  On  donne  l'hélice  directrice, 
l'axe  du  cylindre  qui  la  porte,  la  génératrice  G  avec  le  point  M,  et 
l'on  construit  l'hélice  située  sur  le  cylindre  mené  par  M  et  ayant 
même  axe  que  le  premier. 

Cette  courbe  aura  même  pas  que  l'hélice  directrice  ;  sa  tangente 
en  M  sera  la  droite  MMiT,  T  étant  sa  trace  sur  Pj,  Mj  sa  trace  sur 
un  plan  parallèle  à  P^  mené  par  le  point  de  naissance  N  de  l'hélice. 

Les  deux  droites  G  et  MMjT  déterminent  le  plan  tangent,  dont 
la  première  trace  passe  par  les  points  T  et  H,  traces  sur  Pj  des  deux 
droites  du  plan. 

Deuxième  solution.  L'hélicoïde  a  pour  directrices  l'axe  du 
cylindre,  l'hélice  se  projetant  suivant  la  circonférence  OK  et  l'hélice 
qui  passe  par  le  point  M. 

Soient  K,  M  et  0  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  don- 
née G  avec  les  trois  directrices. 


1 
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Ilyperloloïde  de  raccordement.  On  construira  un  hyperboloïde  se 
raccordant  le  long  de  G  avec  Tliélicoïde.  Cet  hyperboloïde  aura  pour 
directrices,  l'axe  0  et  les  tangentes  MT  et  KV  menées  aux  points 
K  et  M  aux  hélices  passant  par  ces  points. 

Les  plans  tangents  à  cet  hyperboloïde  aux  points  K,  M  et  0 
sont  les  mêmes  que  les  plans  tangents  en  ces  points  à  l'hélicoïde 
(à  démontrer). 

Cet  hyperboloïde,  ayant  ses  trois  directrices  parallèles  à  un 
plan  normal  à  Pj  passant  par  VK,  se  change  en  paraholoïde  de  rac- 
cordement. On  en  construit  une  deuxième  ffénératrice  T^assa,T\t  parV, 
première  trace  de  KV.  Il  suffira,  à  cet  effet ,  de  mener  par  V  et 
l'axe  0  un  plan,  dont  on  construit  le  point  de  rencontre  Mj  avec 
MMi,  et  d'unir  V  et  Mj. 

Eu  coupant  ensuite  les  deux  génératrices  G  et  VO  par  un  plan 
passant  par  M  et  parallèle  au  plan  directeur  VR,  on  obtient  ^IMi, 
génératrice  du  second  système  du  paraboloïde. 

Cette  droite  MMj  avec  G  déterminent  le  plan  tangent  au  point 
M  au  paraboloïde,  donc  à  l'hélicoïde. 

Remarque.  Le  point  M,  est  le  pied  de  la  tangente  MT  sur  le 
plan  parallèle  à  Pj  passant  par  la  naissance  N  de  l'hélice  tracée  par 
M  sur  la  surface. 

Donc  les  plans  tangents  construits  dans  les  deux  solutions  se 
confondent. 

Normale.  La  perpendiculaire  en  M  au  plan  tangent  est  la  nor- 
male à  l'hélicoïde. 

259.  Problème  V.  Bn  un  point  donné  sur  une  génératrice  d'un 
conoïde  droit ,  mener  un  plan  tangent  et  une-normale. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  un  paraboloïde  se  rac- 
cordant le  long  de  la  génératrice  donnée  avec  le  conoïde.  Le  plan 
tangent  en  M  à  ce  paraboloïde  sera  tangent  en  ce  point  au  conoïde. 

Solution  graphique  (Ep.  145).  La  directrice  courbe  est  une 
demi-circonférencô  de  cercle  située  dans  Pg  ;  la  directrice  rcctiligne 
est  la  normale  à  Pj  passant,  en  projection  sur  Pg,  par  le  centre  de 
la  directrice  courbe.  P^  sera  le  plan  directeur  du  conoïde. 

Soit  M  le  point  donné  sur  la  génératrice  G. 
Breithof.  Géom.  descript.  II.  16 
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Paraloloïde  de  raccordement.  La  génératrice  G  rencontre  les 
deux  directrices  aux  points  A  et  B.  Les  tangentes  en  ces  points  à 
ces  directrices  seront  prises  pour  directrices  d'un  paraboloïde  ayant 
pour  plan  directeur  le  plan  Pj,  plan  directeur  du  conoïde. 

Ces  tangentes  sont  TA  et  OD,  directrice  rectiligne  du  conoïde. 

Le  paraboloïde  ainsi  déterminé  se  raccorde  le  long  de  G  avec 
le  conoïde. 

Ces  deux  surfaces  ont,  en  effet,  même  plan  directeur,  une  géné- 
ratrice G  commune,  même  plan  tangent  en  A  (Plan  déterminé  par 
G  et  TA)  et  même  plan  tangent  au  point  B  (Plan  déterminé  par  G 
et  OD). 

Plan  tangent.  Pour  construire  le  plan  tangent  en  M  au  parabo- 
loïde, on  construira  d'abord  une  deuxième  génératrice  Gi,  en  cou- 
pant les  deux  directrices  par  un  plan  parallèle  à  Pj  et  en  unissant  les 
deux  points  d'intersection  ainsi  obtenus. 

Le  plan  tangent  en  M  au  paraboloïde  est  déterminé  par  la 
génératrice  G  et  la  génératrice  Gg  du  deuxième  système,  laquelle 
s'obtient  en  coupant  le  paraboloïde  par  un  plan  parallèle  à  ses  deux 
directrices  et  passant  par  M. 

La  première  trace  du  plan  tangent  passera  par  la  trace  de  même 
nom  de  Gg  et  sera  parallèle  à  G,  droite  parallèle  à  Pj. 

La  trace  sur  Pg  passera  par  A",  seconde  trace  de  G. 

Normale.  La  normale  passe  par  M  et  a  ses  projections  perpen- 
diculaires aux  traces  de  même  nom  du  plan  tangent. 

260.  Problème  VI.  Jin  un  point  M  donné  sur  une  génératrice  G 
d'un  conoïde  oblique^  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  l'espace.  La  solution  est  la  même  que  celle 
donnée  pour  le  conoïde  droit. 

Solution  graphique  (Ep.  146).  Prenons  pour  directrice  curvi- 
ligne une  demi-circonférence  de  cercle  située  dans  Pj  Soit  D  la 
directrice  rectiligne  oblique  à  Pj,  plan  directeur  du  conoïde. 

Paraloloïde  de  raccordement.  La  génératrice  G  rencontre  les 
deux  directrices  aux  points  B  et  A;  les  tangentes  en  ces  points  aux 
directrices  seront  les  directrices  du  paraboloïde.  Ces  tangentes  sont 
D  (la  directrice  D  du  conoïde)  et  AT. 
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Pi  sera  le  plan  directeur. 

Le  paraboioïde  ainsi  déterminé  se  raccorde  le  long  de  G  avec 
le  conoïde  oblique. 

Ces  deux  surfaces  ont,  en  effet,  même  génératrice  G,  même 
plan  directeur,  et  même  plan  tangent  en  deux  points  A  et  B  de  la 
génératrice  commune  (à  démontrer). 

Plan  tangent.  On  construira  une  deuxième  génératrice  Gj  du 
paraboioïde. 

Par  le  point  M,  on  mène  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices 
D  et  AT  ;  ce  plan  rencontrera  Gj  en  S,  point  qui  détermine  avec  M 
une  génératrice  du  second  système  SM. 

Les  deux  génératrices  SM  et  G  déterminent  le  plan  tangent  au 
paraboioïde,  donc  au  conoïde. 

Normale.  La  normale  passe  par  M  et  aura  ses  projections  per- 
pendiculaires aux  traces  de  même  nom  du  plan  tangent. 

261.  Problème  VII.  Sn  un  point  donné  M  sur  une  génératrice  G 
d'un  conoïde  circonscrit  à  une  sphère,  mener  un  plan  tangent  et  une 
normale. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  un  paraboioïde  se  rac- 
cordant le  long  de  G  avec  le  conoïde.  Le  plan  tangent  en  M  à  ce 
paraboioïde  sera  le  plan  tangent  demandé. 

Solution  graphique  (Ep.  147).  Le  plan  directeur  étant  pris 
pour  Pi,  la  génératrice  G  s'obtient  en  coupant  la  spbère  et  la  direc- 
trice rectiligne  D  par  un  plan  parallèle  à  Pi  ;  ce  plan  coupe  D  au 
point  A  et  la  sphère  suivant  un  parallèle.  La  tangente  AB  à  ce 
parallèle,  sera  une  génératrice  du  conoïde  ;  elle  est  tangente  en  B  à 
la  sphère. 

Paraboioïde  de  raccordement.  La  génératrice  G  rencontre  la 
directrice  rectiligne  en  A  et  touche  la  sphère  en  B,  point  apparte- 
nant à  la  courbe  de  contact  du  conoïde  et  de  la  sphère. 

On  prendra,  pour  directrices  du  paraboioïde,  la  directrice  D  et 
la  tangente  en  B  à  la  courbe  de  contact. 

Le  paraboioïde  ainsi  construit  se  raccorde  le  long  de  G  avec  le 
conoïde,  et  ses  plans  tangents  en  A  et  B  etc.  sont  les  mêmes  que  les 
plans  tangents  en  ces  points  au  conoïde.  Or,  le  plan  tangent  en  B 
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au  conoïde  est  en  même  temps  tangent  en  ce  point  à  la  spbèro. 
(D'après  la  définition  même  de  ce  conoïde  particulier). 

Ce  plan  contient  donc  la  tangente  à  la  courbe  de  contact,  mais 
comme  il  contient  toutes  les  tangentes  M  à  toutes  les  courbes  tracées 
par  M  sur  la  sphère,  il  suffit,  pour  le  déterminer,  de  mener  en  M  la 
tangente  au  méridien  passant  par  ce  point. 

Cette  tangente,  avec  G,  déterminent  le  plan  tangent  à  la  sphère, 
donc  au  conoïde,  donc  encore  au  paiaboloïdc  de  raccordement.  Par 
suite,  on  prendra  cette  tangente  T  avec  la  directrice  D  du  conoïde 
pour  directrices  du  paraboloïde. 

Le  plan  directeur  du  conoïde  sera  pris  pour  plan  directeur  du 
paraboloïde. 

Plan  tangent.  Le  paraboloïde  déterminé,  la  construction  de  son 
plan  tangent  en  M  se  fera  comme  dans  le  problème  du  plan  tangent 
au  conoïde  oblique. 

Normale.  La  normale  au  point  M  est  la  perpendiculaire,  en  ce 
point,  au  plan  tangent. 

262.  Problème  VIII.  En  un  'point  d'une  génératrice  d'un  conoïde 
de  la  voûte  d'arête  en  tour-ronde,  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Pour  la  solution  de  ce  problème,  voir  plus  loin  celui  de  l'in- 
tersection du  conoïde  avec  le  berceau  tournant. 

263.  Problème  IX.  En  un  point  M  d'une  génératrice  G  d'un 
hélicoïde  à  plan  directeur,  mener  un  plan  tangent  et  une  normale. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  un  paraboloïde  se  rac- 
cordant le  long  de  G  avec  l'hélicoïde.  Le  plan  tangent  en  M  à  ce 
paraboloïde  sera  le  plan  tangent  à  l'hélicoïde. 

Solution  graphique  (Ep.  148).  Le  plan  directeur  est  pris  pour 
Pj.  La  directrice  rectiligne  sera  normale  à  Pj. 

Paraloloïde  de  raccordement.  G  rencontre  l'hélice  directrice  en 
B  et  la  directrice  rectiligne  en  A.  Les  tangentes  BT  et  AO  menées 
en  ces  points  à  ces  directrices  seront  prises  pour  directrices  d'un 
paraboloïde  ayant  Pj  pour  plan  directeur. 

Ce  paraboloïde  ayant  même  plan  directeur  que  l'hélicoïde,  la 
génératrice  G  commune  avec  cette  surface,  et  même  plan  tangent  en 
A  et  B  de  G  (à  démontrer)  se  raccorde  le  long  de  G  avec  l'hélicoïde. 
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Plan  tangent.  On  construit  d'abord  une  deuxième  génératrice  Gj. 

Par  M,  on  mène  un  plan  parallèle  aux  deux  directrices;  il  sera 
normal  à  Pj  et  aura  pour  trace  sur  Pi  MH,  parallèle  à  B'T',  projec- 
tion sur  Pj  de  la  directrice  BT. 

Ce  plan  auxiliaire  rencontre  Gi  au  point  Mj.  La  droite  MMj, 
génératrice  du  deuxième  système  du  paraboloïde,  détermine,  avec  G, 
le  plan  tangent  à  l'hélicoïde. 

Normale.  La  normale  passe  par  M  et  a  ses  projections  perpen- 
diculaires aux  traces  de  même  nom  du  plan  tangent. 

Remarque.  Tous  les  plans  tangents  que  l'on  peut  mener  par 
une  même  génératrice,  telle  que  G,  auront  les  traces  sur  Pj  paral- 
lèles et  celles  sur  Pg  passant  par  un  même  point. 

Ils  contiennent,  en  effet,  la  génératrice  G,  droite  parallèle  à  Pj. 

264.  Problème  X.  En  un  point  M  d'une  génératrice  G  d'un 
cylindroïde,  mener  un  plan  tangent  et  U7ie  normale. 

Solution  dans  l'espace.  On  construira  un  paraboloïde  se  rac- 
cordant le  long  de  G  arec  le  cylindroïde.  Le  plan  tangent  au  para- 
boloïde au  point  M  sera  le  plan  tangent  demandé. 

Solution  graphique  (Ep.  149).  Le  cylindroïde  a  Pg  pour  plan 
directeur.  On  donne  la  génératrice  G  (220)  et  le  point  M. 

Paraloloïde  de  raccordement.  La  génératrice  G  rencontre  les 
deux  directrices  courbes  aux  points  B  et  A. 

Les  tangentes  en  ces  points  à  ces  courbes  (tangentes  pouvant  se 
construire  par  rabattement),  sont  prises  pour  directrices  du  para- 
boloïde. 

Ces  tangentes,  situées  dans  le  plan  des  courbes,  se  projettent 
sur  Pj  suivant  les  traces-projections  de  ces  plans. 

Le  paraboloïde  ainsi  construit  se  raccorde  le  long  de  G  avec  le 
cylindroïde. 

Il  a ,  en  effet,  même  plan  directeur,  une  génératrice  G  com- 
mune, et  même  plan  tangent  aux  points  A  et  B  de  cette  génératrice 
(à  démontrer). 

Plan  tangent.  On  construit  d'abord  une  deuxième  génératrice  Gi 
du  paraboloïle,  en  coupant  ses  deux  directrices  aux  points  E  et  F 
par  un  plan  parallèle  à  Pg,  plan  directeur. 
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Par  le  point  M,  on  fait  ensuite  passer  un  plan  parallèle  aux 
deux  directrices  D  et  Di.  Ce  plan  rencontre  Gj  en  M\.  La  ligne  MMi, 
génératrice  du  second  système  du  paraboloïde,  détermine  avec  G  le 
plan  tangent  au  paraboloïde,  donc  au  cylindroïde;  M  en  sera  le 
point  de  contact. 

Vérifications.  Le  plan  tangent  aura  sa  seconde  trace  parallèle 
à  la  projection  sur  Pg  de  la  génératrice  donnée  ;  elle  passera  par  la 
seconie  trace  de  la  génératrice  Gj  du  second  système. 

La  première  trace  du  plan  est  déterminée  par  les  traces  de 
même  nom,  H  et  Hj,  de  G  et  G». 

Normale.  La  perpendiculaire  en  M  au  plan  tangent  est  la  nor- 
male en  ce  point  à  la  surface. 


i 

i 


Chapitre  VI. 


Sections  planes  des  surfaces  gauches. 


Intersections  des  surfaces  gauches  avec  les  surfaces  courbes 
et  les  lignes. 

Sections  planes. 


265.  Problème  général.  Construire  la  courle  d'intersection 
d'une  surface  gauche  avec  un  plan. 

Solution  générale.  On  coupe  par  une  série  de  plans  auxiliaires 
parallèles  à  P^  dont  on  cherche  l'intersection  avec  la  surface  et  avec 
le  plan  sécant.  La  surface  gauche  est  coupée  suivant  des  lignes  et 
le  plan  sécant  suivant  des  parallèles  à  Pj.  Les  points  de  rencontre 
de  ces  lignes  fournies  par  un  même  plan  auxiliaire  sont  des  points 
appartenant  à  la  ligne  de  section  plane  de  la  surface  gauche. 

Remarque.  Dans  certains  cas  particuliers,  on  détermine  les 
points  de  rencontre  du  plan  sécant  avec  chacune  des  génératrices  de 
la  surface.  Le  lien  géométrique  de  ces  points  constitue  la  courbe  de 
section  plane. 

Sections  planes  du  paraboloïde  hyperbolique. 


266.  Problème.  Construire  la  ligne  d'' intersection  d'un  par alo- 
loïde  hyperbolique  avec  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  La  ligne  do  section  plane  est  le  lieu 
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géométrique  des  points  de  rencontre  des  génératrices  avec  le  plan 
sécant. 

Solution  graphique  (Ep.  150).  Employons  les  projections 
cotées  et  prenons  pour  plan  de  projection  le  premier  plan  directeur 
du  paraboloïde. 

Les  plans  auxiliaires  parallèles  au  plan  directeur  coupent  le 
paraboloïde  suivant  les  génératrices  de  cotes  0,  1,  2,  3,  4,  5,  etc.  et 
le  plan  coupant  suivant  des  parallèles  au  plan  directeur  ayant  pour 
cotes  celles  des  génératrices. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  parallèles  avec  les  génératrices 
de  mêmes  cotes  donnent  les  points  «o,  ^n  ^'zj  ^3»  ^45/5»  ^tc.  de  la 
courbe  de  section  plane. 

Cette  courbe  a  deux  branches  séparées  qui  se  rapprochent  toutes 
les  deux  de  la  génératrice  parallèle  à  la  trace  du  plan  sécant 
sur  le  plan  directeur,  sans  pouvoir  toutefois  la  rencontrer.  Cette 
génératrice  particulière,  qui  existe,  est  en  effet,  rencontrée  à  l'infini 
seulement  par  le  plan  sécant,  tandis  que  toutes  les  autres  généra- 
trices situées  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  première  sont  coupées 
et  donnent  des  points  de  la  courbe. 

Plus  une  génératrice  se  rapproche  de  cette  génératrice  particu- 
lière, et  plus  son  point  de  rencontre  avec  le  plan  sécant  se  rapproche 
vers  l'infini. 

Tangente  au  point  /g.  La  tangente  au  point  f^  est  la  droite 
d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tangent  en  f^  au  para- 
boloïde. 

Ralattement  de  la  section  plane  et  de  sa  tangente.  Le  rabattement 
se  fera  sur  le  plan  directeur  en  prenant  la  trace  du  plan  sécant  pour 
axe  de  rotation,  l'unité  de  cote  étant  de  7"^™. 

Nature  de  la  section  plane.  Le  paraboloïde  hyperbolique  étani; 
une  surface  du  second  degré,  un  plan  ne  peut  le  rencontrer  que  sui- 
vant une  ou  deux  lignes  droites,  ou  suivant  une  courbe  du  second 
degré,  une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Les  sections  elliptiques  et  circulaires  n'existent  pas,  la  surface 
étant  illimitée  dans  toutes  les  directions.  Ces  différentes  sections 
dépendent  des  positions  qu'occupe  le  plan  sécant. 
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l*^'  Cas.  Le 'plan  sécant  est  parallèle  à  l'un  des  flans  directeurs. 

La  section  plane  est  une  génératrice  du  même  système  que  celui 
de  ce  plan  directeur. 

2™®  Cas.  Le  plan  sécant  passe  par  une  génératrice.  Le  paraboloïde 
sera  coupé  suivant  une  génératrice  de  système  opposé  à  celui  de  la 
génératrice  donnée.  La  surface  est  donc  coupée  suivant  deux  lignes 
droites. 

3™^  Cas.  Le  flan  sécant  est  quelconque  et  coupe  la  ligne  d'inter- 
section des  deux  plans  directeurs . 

/Section  hyperlolique.  Le  plan  sécant  aura  une  trace  *i  sur  le 
premier  plan  directeur,  et  une  trace  s^  sur  le  second  plan  directeur. 

Le  paraboloïde  aura  une  génératrice  g^  du  premier  système 
parallèle  à  5i,  donc  parallèle  au  plan  sécant,  et  une  génératrice  ^2 
du  second  système  parallèle  à  ^2?  et  par  suite  parallèle  au  même  plan 
sécant.  On  construira  ces  génératrices  particulières  (231)  et  il  est 
évident  que  toutes  les  génératrices  du  paraboloïde  situées  au-dessous 
de  ^1  et  de  g^  sont  coupées  ;  le  lien  des  points  de  rencontre  donnera 
une  courbe  continue,  prolongée  à  l'infini  dans  les  deux  sens,  et  ne 
pouvant  rencontrer  les  lignes  g^  et  g^^.  De  même,  toutes  les  généra- 
trices situées  au-dessus  de  ^,  et  de  ^2)  coupées  par  le  plan  sécant, 
détermineront  une  courbe  continue,  prolongée  à  l'infini  dans  les 
deux  sens,  et  ne  pouvant  rencontrer  les  lignes  g^  et  g^. 

La  courbe  de  section  plane  formée  ainsi  de  deux  branches  de 
courbes  sera  une  hyperlole. 

Construction  des  asymptotes.  Les  asymptotes  sont  des  droites 
tangentes  à  la  courbe  en  des  points  situés  à  l'infini,  donc  situés 
sur  ^1  ou  sur  g,^.  Ces  asymptotes  sont  donc  les  droites  d'intersection 
du  plan  sécant  avec  les  plans  tangents  menés  suivant  ^^  et  g^  au 
paraboloïde,  et  ayant  leurs  points  de  contact  reculés  à  l'infini  sur 
ces  lignes.  De  tels  plans  tangents  étant  parallèles  aux  plans  direc- 
teurs (224)  on  voit  que,  pour  avoir  les  asymptotes  de  la  section 
hyperbolique,  on  doit  construire  les  génératrices  g^  et  g.^  parallèles 
au  plan  sécant,  mener  par  ces  génératrices  des  plans  parallèles  aux 
plans  directeurs,  et  déterminer  les  droites  d'intersection  de  ces  plans 
avec  le  flan  sécant. 

16. 
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Ces  droites  sont  les  asymptotes  ;  elles  sont  parallèles  aux  généra- 
trices g^  et  g^,  donc  respectivement  aux  traces  du  flan  sécant  sur  les 
deux  plans  directeurs. 

4™®  Cas.  Le  plan  sécant  est  parallèle  à  la  ligne  d'intersection  des 
plans  directeurs. 

Section  paralolique.  Le  plan  sécant  coupe  chacun  des  deux 
plans  directeurs  suivant  une  droite  parallèle  à  l'intersection  de  ces 
deux  plans. 

Aucune  génératrice  du  paraboloïde  ne  peut  être  parallèle  au 
plan  sécant  car,  devant  être  parallèle  à  ce  plan  ainsi  qu'au  plan 
directeur,  elle  le  serait  à  leur  intersection  commune,  donc  aussi  à 
l'intersection  des  deux  plans  directeurs,  ce  qui  est  impossible  (205-VI). 

Toutes  les  génératrices  du  paraboloïde  sont  donc  coupées.  La 
courbe  de  section  plane  est  toutefois  ouverte,  vu  qu'elle  se  prolonge 
jusqu'à  l'infini  puisque  le  paraboloïde  est  lui-même  illimité. 

Cette  courbe  n'admet  pas  d'asymptote.  Si  l'on  voulait,  en  effet, 
employer  la  construction  précédente  qui  servait  à  la  recherche  de 
l'asymptote,  on  devrait  commencer  par  déterminer  une  génératrice 
parallèle  au  plan  sécant.  Comme  cette  génératrice  n'existe  pas,  la 
construction  de  l'asymptote  devient  impossible. 

La  courbe  de  section  plane  ne  peut  donc  être  qu'une  parabole. 


Sections  planes  de  l'hyperboloïde  à  une  nappe. 


267.  Problème.  Construire  la  ligne  d'intersection  de  Vhyperlo- 
loïde  à  une  nappe  avec  un  plan. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  les  points  de  rencontre 
des  génératrices  de  l'hyperboloïde  avec  le  plan  sécant.  La  ligne  qui 
unit  ces  points  sera  la  ligne  d'intersection. 

Dans  la  détermination  de  ces  points,  on  peut  se  servir  avec 
avantage  des  projections  cotées.  On  prendra  pour  plan  de  projection 
un  plan  parallèle  à  deux  directrices,  et  pour  direction  des  proje- 
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tantes  la  troisième  directrice,  laquelle  se  projette  par  suite  suivant 
un  point. 

Autre  solution.   (Voir  les  sections  planes  des  surfaces  du 
second  degré). 


Intersections 
des  surfaces  gauches  ayec  les  surfaces  courbes. 

Surface  gauche  et  surface  développable. 


268.  Solution  générale.  On  coupe  les  deux  surfaces  par  une 
série  de  plans  axiliaires  parallèles  à  Pi.  Chacun  de  ces  p'ans  coupe 
la  surface  gauche  suivant  uqb  ligne  S,  lieu  géométrique  des  inter- 
sections de  ce  plan  avec  les  génératrices,  et  la  surface  développable 
suivant  une  autre  ligne  S'.  Les  points  de  rencontre  de  S  et  de  S' 
appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Cas  particuliers.  La  solution  générale  se  simplifie,  si  la  surface 
gauche  est  à  plan  directeur  et  que  celui-ci  est  pris  pour  plan  Pj. 

Les  constructions  sont  des  plus  simples  si,  dans  ce  cas  particu- 
lier, la  surface  développable  est  un  cylindre  ou  un  cône  à  base  cir- 
culaire. 

269.  Problème  I.  Intersection  d'un  paraloloïde  hyperloUque 
avec  un  cylindre  à  base  circulaire. 

Solution  graphique  (Ep.  151).  Tout  plan  parallèle  à  P^  coupe 
le  cylindre  suivant  une  circonférence  de  cercle  de  même  rayon  que 
celui  de  la  base,  et  dont  le  centre  est  à  l'intersection  du  plan  sécant 
avec  la  ligne  des  centres  du  cylindre. 

Le  même  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  génératrice  G. 
Les  points  de  rencontre  A  et  B  de  G  avec  la  section  circulaire  du 
cylindre  sont  des  points  de  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

On  construira  un  certain  nombre  de  points  de  la  courbe,  et  on 
trouvera,  par  tâtonnement,  qu'il  y  a  des  génératrices  du  paraboloïde 
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,ÇLui  ne  ^e^çontrent  I9,  section  circulaire  qu'en  un  point  ;  ejles  touchent 
le  cylindre  et  déterminent  les  points  limites  de  la  courbe. 

Points  limites.  En  ces  points,  la  génératrice  du  premier  système 
du  paraboloïde  est  elle-même  la  tangente  à  la  courbe.  Cette  tangente 
est  donc  parallèle  à  Pj. 

Tangente  en  un  point  de  la  courie.  La  tangente  TA  au  point  A 
est  la  droite  d'intersection  du  plan  tangent  en  ce  point  au  parabo- 
loïde, avAc  le  plan  tangent  au  même  point  au  cylindre. 

270.  Problème  II.  Intersection  cfun  faraloloïde  hyperbolique 
avec  un  cylindre  à  lase  quelconque. 

Solution  graphique  (Ep.  152).  On  coupe  par  des  plans  paral- 
lèles à  Pj.  Un  tel  plan  coupe  le  paraboloïde  suivant  une  génératrice, 
et  le  cylindre  suivant  une  courbe  égale  et  parallèle  à  celle  de  la 
base.  Les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  du  paraboloïde  avec 
petjte  courbe  appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  sur- 
faces. 

Comme  la  section  plane  du  cylindre  doit  se  construire  par  points, 
et  qije  cette  opération  est  sujette  à  des  erreurs  et  conduit  dans  tous 
les  cas  à  des  opérations  longues  et  nombreuses,  on  remplace  cette 
gplijition  directe  par  la  solution  suivante  : 

On  construit  les  points  de  rencontre  de  la  génératrice  G  du 
paraboloïde  avec  le  cylindre,  en  menant,  par  cette  génératrice,  un 
plan  parallèle  au  cylindre.  Ce  plan  coupe  le  cylindre  suivant  deux 
génératrices  B  et  C  ;  les  points  de  rencontre  D  et  E  avec  G  sont  des 
Dçints  de  l'intersection  des  deux  surfaces. 

Tangente  en  un  point  de  la  courle. —  Points  limites.  —  Tangentps 
Imites.  —  Voir  le  problème  précédent. 

271.  Applications.  A  déduire,  des  deux  problèmes  précédents, 
1^  solution  des  trois  problèmes  suivants  : 

I.  Intersection  d\n  paraboloïde  avec  un  cône  à  base  circulaire. 
IL  Intersection  d'un  faraboloïde  avec  un  cône  droit  et  de  révolution. 
IlL  Intersection  d'un  paraboloïde  avec  un  cône  à  base  quelconque. 
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Surface  gauche  et  surface  gauche. 

272.  Solution  générale.  On  coupe  chacune  des  deux  surfaces 
gauches  S  et  Sj  par  une  série  de  plans  parallèles  à  Pj.  Un  tel  plan 
coupe  S  suivant  une  courbe  plane  G  (265)  et  Sj  suivant  une  courbe 
Cj.  Les  points  de  rencontre  de  G  et  C^  appartiennent  à  la  courbe 
d'intersection  de  S  et  S,. 

Cas  particuliers.  1.  Za  surface  S  a  pour  plan  directew  le  plan  Pj 
ou  un  flan  parallèle  à  ce  dernier. 

Un  plan  auxiliaire  parallèle  à  Pj  coupera  S  suivant  une  géné- 
ratrice. 

IL  Les  deux  surfaces  S  (î^  Sj  ont  V^  pour  plan  directeur  commun, 
où  des  plans  directeurs  parallèles  à  P^. 

La  ligne  d'intersection  de  S  et  Sj  est  le  lieu  des  points  de  ren- 
contre des  génératrices  de  même  cote  au-dessus  de  Pj. 

273.  Applications.  L  Ligne  d'intersection  d'un  paraloldide  hy- 
perbolique avec  un  hyperloloïde  à  une  nappe  (Pj  étant  le  plan  directeur). 

II.  Intersection  de  deux  par aholoides  ayant  V -^pour  plan  directeur. 

III.  Intersection  d'un  hélicoïde  à  plan  directeur  avec  un  pardbo- 
loïde  hyperlolique.  P^  étant  le  plan  directeur  des  deux  surfaces. 

Surface  gauche  et  surface  de  révolution. 

274.  Solution  générale.  On  coupe  par  des  plans  parallèles 
à  Pi,  celui-ci  étant  normal  à  l'axe  de  rotation. 

La  surface  de  révolution  sera  coupée  chaque  fois  suivant  un 
parallèle  R  et  la  surface  gauche  suivant  une  courbe  G.  Les  points 
de  rencontre  de  R  et  C  appartiennent  à  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces. 

Cas  particulier.  La  surface  gauche  a  P^  pour  plan  directeur. 

La  courbe  d'intersection  sera  le  lien  géométrique  des  points  de 
rencontre  des  différents  parallèles  avec  les  génératrices  de  même 
cote  de  la  surface  gauche. 
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Application. 

275.  Problème.  Construire  la  courle  d'intersection  d'une  surface 
de  révolution  avec  un  conoïde  droit  aya7it  jpour  directrice  rectiligne  Vaxe 
de  rotation  de  la  surface  de  révolution. 

Données.  La  surface  de  révolution  est  un  tore  engendré  par  une 
demi-circonférence  de  cercle  d'un  rayon  donné.  Le  conoïde  est  celui 
de  la  voûte  d'arête  en  tour  ronde  (218)  ayant  l'axe  du  tore  pour 
directrice  rectiligne. 

Solution  dans  Tespace.  On  coupe  par  une  série  de  plans  pa- 
rallèles à  Pi  Un  tel  plan  coupe  le  conoïde  suivant  des  génératrices 
et  le  tore  suivant  des  parallèles.  Les  points  de  rencontre  des  géné- 
ratrices et  des  parallèles  fournis  par  un  même  plan  sécant  sont  des 
points  de  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

Solution  graphique  (Ep.  153).  Soit  une  ellipse  KNL  construite 
sur  la  tangente  K'L'  au  point  X'  à  la  base  du  cylindre  droit,  base  qui 
aurait  X'O'  pour  rayon.  Cette  ellipse  a  pour  petit  axe  normal  à  Pj  la 
longueur  N"M=QS=  rayon  du  cercle  générateur  du  tore.  L'ellipse, 
enroulée  sur  le  cylindre  fictif,  devient  une  courbe  à  double  courbure, 
se  projetant  sur  Pi  suivant  l'arc  Ki  X'Lj  qui,  rectifié,  est  égal  à  K'L'. 

Soit  PSR  le  rabattement  de  la  demi-circonférence  génératrice 
du  tore,  et  supposons  Pi  mené  par  le  centre  de  ce  cercle. 

Nous  ne  considérerons  du  tore  que  la  moitié  située  au-dessus 
de  P,. 

Construction  d'un  point  de  la  courbe.  —  Points  situés  sur  Pi. 
Pi  coupe  le  tore  suivant  le  cercle  de  gorge  et  l'équateur,  et  le  conoïde 
suivant  les  deux  génératrices  Li  et  Kj  qui  coupent  l'équateur  en  A'i 
et  A',  et  le  cercle  de  gorge  en  H'i  et  H'. 

Points  quelconques.  Soulevons  Pi  jusqu'à  ce  qu'il  coupe  les  axes 
normaux  à  Pj  du  cercle  générateur  et  de  la  directrice  rectifiée  du 
conoïde  aux  points  1  et  Ij.  Ce  plan  auxiliaire  Z  détermine,  sur  la 
directrice  rectifiée,  deux  points  Y  et  Yi  qui,  après  l'enroulement  de 
cette  courbe,  se  trouvent  en  Y  et  Yi.  C'est  par  ces  points  que  passe- 
ront les  génératrices  YO  et  YiO  suivant  lesquelles  Z  coupe  le  conoïde. 

Le  même  plan  Z  coupe  le  tore  suivant  deux  parallèles  qui  ont 
pour  rayons  les  longueurs  0R^  et  0V^. 
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Les  points  de  rencontre  I  et  Ij  du  parallèle  ORj  avec  les  géné- 
ratrices OY'i  et  OYi,  ainsi  que  les  points  de  rencontre  B  et  Bj  des 
mêmes  génératrices  avec  le  parallèle  OPj  sont  les  points  de  la  courbe 
d'intersection  fournis  par  le  plan  auxiliaire  Z. 

Des  plans  auxiliaires  tels  que  Zi  et  Z»  donnent  respectivement 
les  points  C,  Cj,  G,  Gi  et  D,  D^,  F,  Fj  de  la  courbe. 

Point  multiple.  Si  le  plan  auxiliaire  est  tangent  au  conoïde,  il 
le  sera  également  au  tore  et  ne  donnera  qu'un  seul  point  X  de  la 
courbe.  Ce  point  est  un  point  multiple. 

Propriétés  de  la  courbe  d'intersection.  I.  La  courbe  d'intersection 
est  une  courbe  à  double  courbure  composée  de  deux  branches  se 
coupant  au  point  multiple  X. 

II.  La  première  projection  de  la  branche  HXA  et  la  première 
projection  H^X'A'j  de  la  deuxième  branche  de  la  courbe  sont  toutes 
les  deux  des  branches  de  deux  spirales  d'Archimède. 

En  effet,  si  nous  considérons  un  point  quelconque  C  de  la 
courbe  A'C'X'H',  nous  voyons  que  la  longueur  C'Y=PiQ,  et  que 
l'arc  XY  qui  mesure  l'angle  XOC  est  égal,  s'il  est  rectifié,  à  M^i. 

Or  PjQ  et  M^i  sont  les  abscisses  de  deux  points  de  l'ellipse 
déroulée  et  du  cercle  générateur  et  qui  ont  même  ordonnée  sur  ces 
courbes.  Comme  les  petits  axes  parallèles  à  ces  ordonnées  sont 
égaux,  nous  savons  que  le  rapport  des  abscisses  de  deux  points 
de  ces  courbes  ayant  mêmes  ordonnées  sont  dans  le  rapport  des 
grands  axes  de  ces  courbes.  Donc 

arc  X'Y  :  C'Y  -=  Uy,  :  QP^  ==  ML"  :  QP. 
arc  X'Y      C'Y 

D  ou  encore  -mU~  =  QP 

Prenons,  sur  la  circonférence  O'X',  un  arc  X'V  tel  que 
arcX'V      ML" 
O'X'    ~  PQ 


on  aura 


ou  bien 


arcVX'      O'X'   ^,  , 

^^^XY  =  ^'^^^ 

arc  VX' H- arc  X'Y      O'X' +  C^Y 

arc  X'Y  ~        C'Y 

arcVY      ML" 

CO    "  PQ ' 
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Cette  dernière  égalité  nous  montre  que,  pour  un  point  quel- 
conque C  de  la  courbe  A'C'X'H',  le  rapport  de  l'arc  YV  au  rayon 
vecteur  C'O'  est  constant,  relation  qui  caractérise,  en  coordonnées 
polaires,  la  spirale  d'Archimède. 

L'origine  de  la  courbe  est  sur  le  rayon  O'V  et  ce  dernier  est 
touché  par  la  courbe  au  point  0'. 

La  courbe  se  prolonge  au-delà  de  0'  et  forme  une  branche  symé- 
trique de  la  première  par  rapport  à  la  perpendiculaire  en  0  à  OV. 

IIL  La  deuxième  courbe  A'iB'iC'iD'i...H'i  est  également  une 
spirale  d'Archimède  passant  par  0',  et  tangente  en  ce  point  à  une 
autre  droite  O'V,  faisant  avec  O'X',  et  à  droite  de  cette  ligne,  le 
même  angle  que  O'V  fait  avec  O'X', 

Le  conoïde  a  âimw  nappes.  Le  conoïde  a  l'axe  de  rotation  du  tore 
pour  ligne  de  striction  et,  prolongé  au-delà  de  cette  ligne,  sa 
deuxième  nappe  rencontrera  le  tore  suivant  une  courbe  à  deux 
branches  identique  à  la  courbe  d'intersection  de  sa  première  nappe 
avec  la  surface  de  révolution. 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe  d'' intersection.  Soit  à  construire 
la  tangente  au  point  D.  Cette  tangente  sera  la  droite  d'intersection 
•  du  plan  tangent  en  D  au  tore  avec  le  plan  tangent  au  même  point 
au  conoïde. 

Plaît  tangent  an  tore.  Le  plan  tangent  au  tore  est  tangent  au 
cône  circonscrit  à  cette  surface  le  long  du  parallèle  qui  passe  par  D. 
La  base  de  ce  cône  sera  une  circonférence  de  cercle  ayant  même 
centre  que  la  projection  de  ce  parallèle  et  qui  passe  par  Q',  trace 
sur  Pi  de  la  génératrice  rabattue  y"'  du  cône.  Cette  génératrice, 
située  dans  le  plan  projetant  du  cercle  générateur,  doit,  en  effet, 
toucher  ce  cercle  au  point  y  où  ce  dernier  est  coupé  par  le  parallèle 
du  point  D.  TjT'  est  donc  la  première  trace  du  plan  tangent  au  tore. 

Plan  tangent  au  conoïde.  Pour  construire  le  plan  tangent  en  D 
au  conoïde,  construisons  d'abord  le  paraboloïde  qui  se  raccorde  avec 
le  conoïde  le  long  de  la  génératrice  DO.  Celle-ci  rencontre  en  0  la 
directrice  rectiligne  et  en  W  la  directrice  courbe  du  conoïde.  Les 
tangentes  en  0  et  "W  à  ces  directrices  sont  prises  pour  directrices 
du  paraboloïde  de  raccordement,  lequel  aura  pour  plan  directeur 
celui  du  conoïde. 
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Or,  pour  construire  la  tangente  en  W  à  la  directrice  courbe, 
nous  savons  que  cette  tangente  se  projette  sur  Pj  suivant  WU',  tan- 
gente en  W  à  la  projection  W'L'i  de  la  directrice  et  que  de  plus,  si 
la  directrice  se  transforme  suivant  la  courbe  plane  KNL,  la  tangente 
sera  transformée  suivant  yô',  tangente  en  r  (transformée  du  point 
W)  à  la  courbe  transformée.  La  trace  ^\  de  cette  tangente  sur  P^ 
sera  à  une  distance  X'O'i  de  la  génératrice  suivant  laquelle  s'effectue 
le  développement  du  cylindre  sur  lequel  se  trouve  tracée  la  direc- 
trice courbe.  La  distance  y'iÔ'i  qui  est  égale  à  la  sous-tangente,  reste 
la  même  après  l'enroulement  de  la  directrice  plane  sur  le  cylindre. 
De  sorte  que,  en  définitive,  U'W  étant  une  longueur  égale  à  la 
droite  y'i^'i,  U'  sera  la  trace  sur  Pj  de  la  tangente  en  W  à  la  direc- 
trice courbe  du  conoïde. 

Le  paraboloïde  qui  se  raccorde  avec  le  conoïde  le  long  de  sa 
génératrice  a  pour  directrices  l'axe  0  et  la  tangente  WU,  et  pour 
plan  directeur  le  plan  P^. 

Si  nous  considérons  les  deux  génératrices  du  premier  système 
de  ce  paraboloïde,  les  droites  se  projetant  en  O'D'  et  O'U',  et  si  nous 
les  coupons  par  un  plan  mené  par  D  parallèlement  aux  deux  direc- 
trices de  cette  surface  ,  nous  déterminerons  DV ,  génératrice  du 
deuxième  système. 

DO  et  DV  déterminent  le  plan  tangent  en  D  au  conoïde,  plan 
qui  a  pour  première  trace  la  droite  VT'  parallèle  à  D'O'. 

Tangente  à  la  courbe.  Ce  plan  tangent  coupe  le  plan  tangent  au 
tore  suivant  la  droite  DT,  tangente  en  D  à  la  courbe  d'intersection 
des  deux  surfaces. 

Points  particuliers.  —  Tangentes  particulières.  —  La  con- 
struction donnée  pour  la  recherche  des  tangentes  ne  s'applique  pas 
au  point  multiple  ni  aux  points  A,  Aj,  H  et  H^,  traces  de  la  courbe 
sur  Pj. 

En  effet,  au  point  multiple,  les  plans  tangents  au  conoïde 
et  au  tore  se  confondent;  aux  points  A,  Aj,  H  et  Hj,  les  traces  des 
deux  plans  tangents  se  coupent  justement  en  ces  points,  particula- 
rités qui  laissent  les  tangentes  en  ces  points  indéterminées. 

Breithof.  Géom.  descript  II.  17 
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Tangente  au  point  multiple.  Déterminons  cette  tangente  par  la 
considération  suivante  (*). 

Dans  le  triangle  TJ'D'  on  a 

TiT'       D'V 

Or,  les  points  y  du  cercle  et  Y  de  l'ellipse  ont  même  ordonnée 
sur  ces  courbes,  par  conséquent  les  soutangentes  des  tangentes  en 
ces  points  à  ces  courbes  sont  entre  elles  comme  le  grand  axe  du 
cercle  est  au  grand  axe  de  l'ellipse. 

Donc 


d'oii 

Or 

d'où 


O'  P    =  v'  6'    5? 

_D'V;  MZ     _  MZ  _  D'V 
D'V       D'O' 

J    6'  =  WfTT'  et  =  — — 


m     D'O' 


tang  a  ==  tt^  = 


QP  ~  W'O 


1CV 


yii 

Dans  cette  égalité,  le  rapport  ^rp  et  la  longueur  W'O'  sont  con- 
stants, quel  que  soit  le  point  de  la  courbe  que  l'on  considère. 

.  ,„,  ,  m  X'O' 

Au  point  X',  on  aura        tang  "  =  Qp  vTq? 

car,  pour  ce  point,  D'O'  ^  X'O'  et  W'O' =  X'O' 
donc 

m     x'L 

^^^^"=QP  =  XT 

Ce  qui  prouve  que  la  tangente  au  point  X'  à  la  courbe  a  la 
direction  de  la  diagonale  du  rectangle  construit  en  ce  point  sur  les 
deux  demi-grands  axes  X'P  et  X'L. 


O  Leroy,  op.  cit.  §  646. 
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Points  de  rencontre  d'une  ligne  avec  une  surface  gauche. 


276.  Problème  I.  Construire  les  points  de  rencontre  3^ une  ligne 
avec  une  surface  çauche  à  trois  directrices. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  ligne  L,  on  mène  une  surface 
auxiliaire  (cylindre  ou  cône)  dont  on  détermine  l'intersection  avec 
la  surface  gauche.  A  cet  effet,  par  une  génératrice  G,  on  mène  un 
plan  parallèle  au  cylindre  ou  passant  par  le  sommet  du  cône;  ce 
plan  peut  couper  le  cylindre  ou  le  cône  suivant  une  ou  des  généra- 
trices, lesquelles  coupent  G  en  des  points  appartenant  à  la  courbe 
d'intersection  demandée  C. 

D'autres  génératrices  Gj,  Gj,  etc.  donnent  d'autres  points,  dont 
le  lieu  géométrique  est  la  courbe  C.  Les  points  de  rencontre  de  C 
avec  L  sont  les  points  de  rencontre  de  la  ligne  proposée  avec  la 
surface  gauche. 

Cas  particuliers.  I.  La  ligne  est  plane.  On  construit  la  ligne  L 
suivant  laquelle  le  plan  de  la  ligne  proposée  M  coupe  la  surface  S. 
Les  points  de  rencontre  de  L  avec  M  sont  les  points  oîi  M  perce  S. 

IL  La  ligne  est  une  droite.  Par  la  droite  on  fait  passer  un  plan 
et  l'on  achève  comme  précédemment. 

277.  Problème  II.  Construire  les  points  de  rencontre  d'une  ligne 
avec  une  surface  gauche  à  plan  directeur. 

Solution  dans  l'espace.  Par  la  ligne  donnée  L  on  fait  passer 
un  cylindre  parallèle  au  plan  directeur;  on  construit  la  courbe  de 
rencontre  de  ce  cylindre  avec  la  surface  gauche.  Les  points  d'inter- 
section de  cette  courbe  avec  la  ligne  donnée  sont  les  points  de  ren- 
contre de  L  avec  la  surface  gauche. 

Pour  construire  la  courbe  de  rencontre  du  cylindre  auxiliaire 
avec  la  surface  gauche,  on  coupe  les  deux  surfaces  par  une  série  de 
plans  parallèles  au  plan  directeur.  Un  tel  plan  coupe  la  surface 
gauche  et  le  cylindre  suivant  une  ou  des  génératrices.  Les  points  de 
rencontre  des  génératrices  du  cylindre  avec  celles  de  la  surface 
gauche  fournies  par  un  même  plan  coupant  appartiennent  à  la  courbe 
d'intersection  des  deux  surfaces. 
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Cas  particuliers.  I.  La  ligne  donnée  est  plane.  Les  points  de 
rencontre  avec  la  surface  proposée  se  trouvant  aux  points  d'inter- 
section de  la  ligne  proposée  avec  la  ligne  suivant  laquelle  le  plan  de 
la  première  coupe  la  surface  gauche. 

U.  La  ligne  proposée  est  une  droite.  Par  cette  droite,  on  fait  pas- 
ser un  plan,  etc. 


1 


LIVRE  V 


SURFACES  DU  SECOND  DEGRÉ 


Chapitre  premier. 


Considérations  générales. 


278.  On  nomme  surface  du  second  degré  toute  surface  repré- 
sentée et  déterminée  par  une  équation  du  second  degré. 

Ces  surfaces  forment  cinq  genres  ayant  quelques  propriétés 
géométriques  communes.  Nous  en  citons  les  plus  importantes. 

Propriétés  géométriques.  1.  Les  surfaces  du  second  degré  ne 
peuvent  être  percées  en  plus  de  deux  points  par  une  droite. 

II.  Un  plan  ne  peut  rencontrer  une  surface  du  second  degré  que 
suivant  une  droite,  deux  droites  ou  une  courle  du  second  degré. 

III.  Ces  surfaces  ont  pour  contour  apparent  des  courles  planes. 

279.  Génération.  Une  génératrice,  courbe  du  second  degré, 
se  meut  sur  une  directrice,  courbe  également  du  second  degré,  en 
changeant  de  forme  et  de  position  suivant  une  certaine  loi. 

Autre  mode  de  génération.  Les  deux  séries  de  circonférences, 
qui  ont  respectivement  pour  diamètres  et  pour  projections  deux 
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Bystèmes  de  cordes  antiparallèles  d'une  courbe  du  second  degré, 
constituent  chacune  identiquement  la  même  surface  du  second 
degré  (*). 

Nous  exposerons  le  premier  mode  de  génération  pour  les  cinq 
genres  de  surfaces,  la  manière  de  les  représenter  graphiquement 
ainsi  que  quelques  unes  de  leurs  propriétés  géométriques  les  plus 
utiles  en  géométrie  descriptive;  pour  une  étude  approfondie,  nous 
renvoyons  au  cours  d'analyse. 

Les  cinq  genres  que  comprennent  les  surfaces  du  second  de- 
gré sont  : 

1°  V ellipsoïde; 

2°  ^hyperloloïde  à  une  nappe; 

3"  L'hyperloloïde  à  deux  nappes; 

4°  Le paraloloïde  elliptique; 

b°  Le  paraloloïde  hyperlolique. 


Ellipsoïde. 


280.  Génération.  Soit  (Fig.  154)  une  ellipse  dont  le  centre 
est  en  0  et  dont  les  axes  sont  BA  et  CD. 

Une  autre  ellipse,  perpendiculaire  au  plan  de  la  première, 
ayant  OD  pour  demi-grand  axe  et  une  longueur  donnée  OE  pour 
demi-petit  axe,  se  meut  parallèlement  à  elle-même  de  manière  que 

]  "^  Le  centre  se  déplace  sur  BOA  ; 

2°  Que  les  extrémités  de  son  axe  parallèle  à  CD  reposent  tou- 
jours sur  l'ellipse  fixe  et  que 

3°  On  ait  à  chaque  instant 

O'E  ~  OE' 

(*)  Surfaces  du  second  degré  traitées  synthétiquement.  J.  B.  Brasseur, 
Professeur  à  l'Université  de  Liège. 

Extrait  des  mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège. 


I 
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L'analyse  prouve  qu'une  telle  surface  est  du  second  degré.  On 
lui  a  donné  le  nom  à^ ellipsoïde. 

Lorsque  le  plan  de  l'ellipse  mobile  passe  par  le  centre  0  de  l'el- 
lipse directrice,  elle  atteindra  son  maximum  de  grandeur,  puisque 
son  demi-axe  variable  devient  OD  =  a. 

Si  l'on  représente  par  OE  =  J  la  longueur  que  prendra  le 
deuxième  axe  variable,  les  trois  lignes  GD  =  2a,  AB  =  2c  et  EF=2J 
seront  les  trois  diamètres  principaux  ou  les  axes  de  l'ellipsoïde. 

L'ellipsoïde  qui  est  une  surface  limitée  et  fermée,  admet  un 
centre,  le  point  0. 

Représentation  graphique.  En  prenant  l'ellipse  directrice 
parallèle  à  Pj,  elle  s'y  projette  en  véritable  forme  et  suivant  sa 
vraie  grandeur. 

Toutes  les  positions  des  ellipses  génératrices  se  projettent  sur 
Pi  suivant  des  ellipses  concentriques  et  ayant  même  direction  pour 
leurs  axes.  Les  projections  sur  Pg  sont  des  droites  parallèles  à  l'axe 
de  projection,  dans  l'hypothèse  de  AB  normal  à  Pj. 

Contours  apparents.  Sur  P^,  le  contour  apparent  est  l'ellipse 
directrice  ;  sur  Pj  le  contour  apparent  est  formé  par  l'ellipse  généra- 
trice principale  passant  par  le  centre  0. 

On  voit,  en  effet,  qu'un  point,  ayant  ses  projections  en-dehors 
de  ces  contours,  ou  seulement  en-dehors  de  l'un  d'eux,  ne  peut  plus 
appartenir  à  l'ellipsoïde,  parcequ'il  sera  impossible  de  faire  passer 
par  ce  point  une  ellipse  génératrice  s'appuyant  sur  l'ellipse 
directrice. 

Eléments  visibles  et  cachés.  —  Notations.  Tout  point  de  l'ellip- 
soïde situé  en  avant  de  l'ellipse  directrice  [sera  visible  en  projection 
sur  Pg. 

Tout  point  de  la  surface  situé  au-dessus  de  l'ellipse  génératrice 
principale  est  visible  en  projection  sur  P^. 

Nous  voyons  qu'en  remplaçant  les  mots  de  méridien  principal 
et  d'équateur  par  ellipse  directrice  et  ellipse  génératrice  principale, 
les  notations  données  pour  les  surfaces  de  révolution  peuvent  s'ap- 
pliquer à  l'ellipsoïde. 

Propriétés  géométriques.  L'ellipsoïde  admet  un  centre  qui 
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est  le  centre  commun  à  l'ellipse  directrice  et  à  l'ellipse  génératrice 
principale. 

Toute  section  plane  ne  peut  être  qu'une  courbe  du  second  degré 
donc,  puisque  l'ellipsoïde  est  fermé,  un  cercle  ou  une  ellipse. 

Cas  particuliers.  I.  —  Si  l'ellipse  génératrice  est  un  cercle, 
c'est-à-dire,  si,  à  chaque  instant,  on  a  0'D'=0'E',  la  surface  devient 
un  ellipsoïde  de  révolution,  ayant  pour  méridien  principal  l'ellipse 
directrice  et  pouvant  être  engendré  par  cette  dernière  courbe  tour- 
nant autour  de  son  grand  axe. 

Dans  ce  cas  particulier,  deux  des  diamètres  principaux  CD  et 
FE  sont  égaux  entre  eux. 

IP.  —  Si  les  trois  diamètres  principaux  ou  les  trois  axes  sont 
égaux,  l'ellipsoïde  devient  la  sphère. 


Hyperboloïde  à  une  nappe. 


281.  Génération.  Soit  (Fig.  155.)  une  hj'perbole  ayant  pour 
axe  réel  AB  et  pour  axe  imaginaire  la  longueur  CD.  Dans  un  plan 
perpendiculaire  à  celui  de  l'hyperbole  et  parallèle  à  AB,  construisons 
une  ellipse,  ayant  pour  grand  axe  la  corde  FE  et  pour  demi-petit 
axe  la  longueur  O'M  quelconque. 

Faisons  mouvoir  cette  ellipse  génératrice  de  manière  que 

1°  Son  plan  soit  constamment  perpendiculaire  à  celui  de  l'hy- 
perbole directrice  et  toujours  parallèle  à  sa  première  position; 

2°  Que  le  centre  se  déplace  sur  l'axe  imaginaire  de  l'hyperbole 
directrice; 

3°  Que  son  grand  axe  s'appuie  toujours  sur  cette  courbe  ; 

4*^  Que,  dans  toutes  les  positions  de  la  génératrice,  on  ait  tou- 
jours 

O'N       PL       0"Q  _  0'"R 
O'E  ~  OB  ""  0"G  "~  0"'U 
c'est-à-dire,  que,  dans  toutes  les  positions,  les  génératrices  soient 
des  courbes  parallèles  et  semblables. 
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La  surface  ainsi  engendrée  sera  Vhyperloloïde  à  une  nappe. 

Propriétés  géométriques.  L'analyse  prouve  que  la  surface 
est  du  second  degré. 

Lorsque  l'ellipse  génératrice  passe  par  le  centre  de  l'hyperbole 
directrice,  son  grand  axe  est  minimum  ;  il  est  égal  à  la  plus  petite 
corde  AB  de  l'hyperbole. 

Dans  cette  position,  la  génératrice  porte  le  nom  d'' ellipse  de 
gorge. 

Les  trois  droites  AB=2a,  KL==2J,  CD=2c  sont  les  trois  axes 
principaux  de  l'hyperboloïde. 

L'axe  CD  est  l'axe  maginaire  de  la  surface;  il  ne  la  rencontre 
pas;' c'est  le  coefficient  de  l'expression  imaginaire  que  fournit  l'ana- 
lyse en  cherchant  l'intersection  de  la  surface  avec  la  ligne  indé- 
finie OCO". 

La  surface  n'admet  qu%«g  nappe  s'étendant  à  l'infini. 

Elle  admet  un  centre,  qui  est  celui  des  trois  axes  principaux  et 
en  même  temps  celui  de  l'ellipse  de  gorge. 

Les  sections  planes  perpendiculaires  à  l'axe  imaginaire  sont 
des  ellipses;  celles  qui  passent  par  cet  axe  sont  des  hyperboles. 

Génération  rectiligne.  Nous  démontrerons  que  cette  surface 
admet  un  mode  de  génération  rectiligne ,  qu'elle  est  gauche ,  et 
qu'elle  est  identique  avec  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  surface  gauche 
à  trois  directrices. 

Représentation  graphique.  Pg  étant  parallèle  à  l'hyperbole 
directrice,  toutes  les  positions  de  l'ellipse  génératrice  se  projettent 
sur  Pg  suivant  des  parallèles  à  l'axe  de  projection,  et  sur  Pj  suivant 
des  ellipses  semblables,  concentriques  et  ayant  leurs  axes  dans  les 
mêmes  directions. 

Contours  apparents.  Sur  Pg,  le  contour  apparent  est  formé 
par  la  projection  de  l'hyperbole  directrice.  Toute  la  partie  de  Pg 
comprise  entre  les  deux  branches  de  cette  courbe  forme  la  seconde 
projection  de  la  surface.  Sur  Pj,  le  contour  apparent  est  formé  par 
l'ellipse  de  gorge. 

Tout  le  plan  Pj,  sauf  la  partie  intérieure  de  l'ellipse  de  gorge, 
appartient  à  la  première  projection  de  l'hyperboloïde. 

17. 
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Un  point  a,  dont  a)  est  à  l'intérieur  du  premier  contour  appa- 
rent ou  a!'  à  l'intérieur  du  second  contour,  ne  peut  appartenir  à  l'hy- 
perboloïde  (à  démontrer). 

Parties  visibles  et  cachées.  Tout  point  de  la  surface  situé 
en  avant  de  la  courbe  directrice  sera  visible  en  projection  sur  Pg. 

Tout  point  de  la  surface  situé  au-dessus  de  l'ellipse  de  gorge 
sera  un  point  visible  de  la  projection  sur  Pj. 

Cas  particuliers.  Si  les  deux  axes  réels  AB  et  KL  sont  égaux, 
l'hyperboloïde  est  de  rétolution. 

L'ellipse  de  gorge  devient  le  cercle  de  gorge. 

La  surface  peut  alors  être  engendrée  par  la  rotation  de  l'hyper- 
bole autour  de  son  axe  imaginaire. 

L'hyperboloïde  de  révolution  peut  encore  être  engendré  par  la 
rotation  d'une  droite  autour  d'une  autre,  non  située  avec  elle  dans 
un  même  plan. 


Hyperboloïde  à  deux  nappes. 


282.  Génération.  Soit  (Fig.  156)  une  hyperbole  dont  EF=2c 
est  l'axe  réel  et  AB  =  la  l'axe  imaginaire. 

Perpendiculairement  au  plan  de  cette  courbe,  on  construit  une 
ellipse,  ayant  son  centre  en  un  point  0'  de  l'axe  réel  00'  et  pour 
grand  axe  la  corde  HO  de  Fhyperbole,  le  petit  axe  KL  sera  quel- 
conque. 

Faisons  mouvoir  cette  ellipse 

1°  parallèlement  à  elle-même; 

2"  De  manière  que  son  centre  se  trouve  toujours  sur  l'axe  réel 
O'O'"  de  l'hyperbole  et  que  son  grand  axe  s'appuie  toujours  sur  cette 
courbe  ; 

3°  que  le  rapport  qui  existe  entre  les  deux  axes  de  l'ellipse 
génératrice  soit  toujours  constant  et  que  l'on  ait 

O'G  :  O'K  =  0"P  :  0"N  =  0'"W  :  0"'T. 

La  surface  ainsi  engendrée  est  Vhyperloloïde  à  deux  nappes. 
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Propriétés  géométriques.  L'analyse  prouve  que  cette  surface 
est  du  second  degré. 

Elle  admet  deux  nappes  s'étendant  à  l'infini  et  séparées  par  un 
espace  où  il  n'existe  aucun  point  de  la  surface.  Cependant,  comme 
pour  le  point  0,  centre  de  la  surface,  le  demi-axe  de  la  génératrice 
devient  égal  àOAl/'T^OA  étant  le  coefficient  que  fournit  l'analyse, 
et  comme  le  rapport  des  axes  de  la  génératrice  doit  rester  constant, 
on  aura  pour  le  coefficient  du  deuxième  axe  au  point  0, 

O'G  :  O'K  =  OAl/T:  ODl/T=  OA  :  OD. 

Les  deux  axes  DC  =  2J  et  AB  =  2«  seront  les  deux  axes  ima- 
ginaires de  la  surface  tandis  que  EF  =  2c  en  est  Vaxe  réel. 

Les  sections  planes  perpendiculaires  à  l'axe  réel  sont  des  ellipses; 
celles  qui  passent  pas  cet  axe  sont  des  hyperloles. 

Représentation.  On  prend  pour  Pg  un  plan  parallèle  à  celui  de 
l'hyperbole,  et  pour  Pi  un  plan  perpendiculaire  à  l'axe  réel.  Toutes 
les  gérrératrices  se  projettent  sur  Pg  suivant  des  parallèles  à  Taxe  de 
projection;  sur  P^  suivant  des  ellipses  concentriques  de  mêmes 
formes  et  de  mêmes  dimensions  que  les  génératrices. 

Contours  apparents.  Le  contour  apparent  sur  P^  est  formé 
par  les  deux  branches  de  la  projection  de  la  courbe  directrice;  la 
projection  de  la  surface  est  limitée  à  l'intérieur  de  ces  deux  branches. 

Sur  Pj,  il  n'y  a  pas  de  contour  apparent,  la  surface  étant  illi- 
mitée. 

Eléments  visibles  et  cachés.  Tout  point  de  la  surface  situé 
m  avant  du  plan  de  la  courbe  directrice  est  visible  en  projection 
sur  Pj. 

En  ne  considérant  que  la  nappe  inférieure  en  projection  sur  Pj, 
on  voit  que  tous  les  points  de  cette  nappe  sont  visibles. 

Poijr  la  nappe  supérieure,  tous  les  points  sont  cachés  en  pro- 
jection sur  Pj,  à  moins  qu'on  ne  considère  que  la  partie  concave 
intérieure,  ce  que  l'on  doit  faire,  la  surface  n'ayant  pas  d'épaisseur. 

Cas  particuliers.  Si  les  deux  axes  imaginaires  de  la  surface 
sont  égaux,  les  axes  des  génératrices  devront  l'être  aussi  et  ces  der- 
nières seront  des  circonférences  de  cercles.  La  surface  elle-même 
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devient  un  Jiyperholoïde  de  révolution  à  deux  nappes^  pouvant  être 
engendré  par  la  rotation  de  l'hyperbole  directrice  autour  de  son 
axe  réel. 


Paraboloïde  elliptique. 


283.  Génération.  Soit  (Fig.  157)  ABC  une  parabole  fixe. 
Faisons  mouvoir,  perpendiculairement  à  son  axe  BO',  une  ellipse 
ayant  l'ordonnée  OD  pour  demi-grand  axe  et  la  longueur  arbitraire 
FG  pour  second  axe. 

Dans  ce  mouvement  : 

1  "  Le  plan  de  l'ellipse  reste  perpendiculaire  à  celui  de  la  para- 
bole directrice  ; 

2°  Son  centre  se  déplace  sur  l'axe  de  la  directrice  ; 

3°  Les  ellipses  génératrices  sont  toutes  parallèles  et  le  rapport 
entre  leurs  axes  est  constant,  on  a  toujours 

op_  (yc 
OG  ~  or  ■ 

L'analyse  prouve  qu'une  telle  surface  est  du  second  degré.  On 
lui  a  donné  le  nom  de  paraboloïde  elliptique. 

Propriétés  géométriques.  La  surface  est  illimitée  dans  le 
sens  de  l'axe  de  la  parabole  directrice;  elle  n'admet  qu'une  nappe  et 
n'a  pas  de  centre. 

Toutes  les  sections  planes  perpendiculaires  à  l'axe  sont  des 
ellipses  ;  toutes  celles  qui  passent  par  cet  axe  sont  des  paraboles. 

L'analyse  prouve  qu'une  section  plane  quelconque  est  une  ellipse 
ou  une  parabole. 

Représentation.  Pour  représenter  le  paraboloïde  dans  les 
épures,  on  prend  pour  Pg  un  plan  parallèle  à  celui  de  la  parabole 
directrice  et  pour  P,  un  plan  perpendiculaire  à  son  axe. 

Toutes  les  courbes  génératrices  se  projettent  sur  Pj  suivant  des 
ellipses  concentriques,  semblables,  ayant  leurs  axes  dirigés  dans  le 
même  sens. 
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Les  projections  de  ces  génératrices  sur  V^  sont  des  droites  pa- 
rallèles à  l'axe  de  projection. 

Contours  apparents.  Sur  Pg,  le  contour  apparent  est  formé 
par  la  parabole  directrice  ;  toute  la  partie  de  Pg  à  l'intérieur  de  cette 
courbe  représente  la  projection  de  la  surface. 

La  surface,  illimitée  dans  le  sens  de  son  axe,  n'aura  pas  de  con- 
tour apparent  sur  Pj,  à  moins  qu'on  ne  suppose  la  surface  limitée 
par  le  plan  P^.  Dans  ce  cas,  la  trace  sur  P^,  qui  est  une  ellipse,  sera 
le  contour  apparent. 

Tout  point,  soit  de  l'un  ou  de  l'autre  des  deux  plans  de  projec- 
tion, situé  en  dehors  des  contours  indiqués,  n'appartient  plus  à  la 
surface. 

Il  est  impossible,  en  effet,  de  pouvoir,  par  un  tel  point,  faire 
passer  une  ellipse,  parallèle  à  P^  et  s'appuyant  sur  la  directrice. 

Eléments  visibles  et  cachés.  Tout  point  do  la  surface  situé 
en  avant  de  la  parabole  directrice  est  visible  en  projection  sur  Pg,  et 
si  l'on  suppose  la  surface  limitée  au  plan  Pj.  tous  les  points  de  la 
surface  sont  visibles  en  projection  sur  Pi. 

La  partie  du  paraboloïde  prolongée  en  dessous  de  P^  peut  être 
considérée  comme  cachée. 

Cas  particulier.  Si  les  deux  axes  de  l'ellipse  génératrice  sont 
égaux,  le  paraboloïde  devient  de  révolution;  il  peut  être  considéré 
comme  engendré  par  une  parabole  ABC  qui  tourne  autour  de 
son  axe. 

Toutes  les  sections  planes  perpendiculaires  à  l'axe  sont  des  cir- 
conférences de  cercle;  toutes  les  sections  planes  qui  passent  par 
l'axe  sont  des  paraboles  égales. 


Paraboloïde  hyperbolique. 


284.  Génération.  Sur  l'axe  OX  (Fig.  158)  on  construit  deux 
paraboles,  situées  dans  deux  plans  perpendiculaires  et  ayant  des 
paramètres  quelconques  égaux  ou  différents. 


—     270    — 

La  concavité  étant  en  sens  contraire  pour  les  deux  paraboles, 
si  l'on  déplace  l'une  d'elles  parallèlement  à  elle-même,  de  manière 
que  son  sommet  se  trouve  toujours  sur  la  parabole  fixe,  elle  engen- 
drera une  surface  du  second  degré  appelée  ^araholoïde  hyperlolique. 

Si  les  deux  paraboles  tournent  leurs  concavités  vers  OX',  la 
surface  engendrée  sera  un  paraloloïde  elUptigue. 

Autre  mode  de  génération.  Perpendiculairement  au  plan 
d'une  parabole  fixe,  on  construit  une  hyperbole,  ayant  pour  axe  réel 
une  corde  de  la  parabole  et  pour  axe  imaginaire  une  longueur  quel- 
conque. 

En  déplaçant  cette  hyperbole  parallèlement  à  elle-même,  de 
manière  que  son  centre  se  trouve  toujours  sur  la  parabole  directrice, 
que  son  axe  réel  soit  constamment  une  corde  de  celle-ci,  et  que  le 
rapport  entre  les  axes  réels  et  imaginaires  soit  constant,  on  engen- 
drera une  surface  du  second  degré  à  deux  nappes  qui  est  le  parabo- 
loïde  hyperbolique. 

Propriétés  géométriques.  Cette  surface  est  du  second  degré. 
Elle  ne  donne  pour  sections  planes  que  des  droites,  des  paraboles 
ou  des  hyperboles  et  jamais  des  ellipses. 

Le  paraboloïde  hyperbolique  est  gauche,  à  trois  directrices,  et 
admet  par  conséquent  une  génératrice  rectiligne.  Nous  démontre- 
rons (289)  que  cette  surface  est  la  même  que  celle  étudiée  sous  le 
même  nom  dans  la  classe  des  surfaces  gauches. 

Représentation.  Le  premier  mode  de  génération  nous  donne 
un  moyen  de  représenter  favorablement  la  surface. 

On  prendra  le  plan  Pg  parallèle  au  plan  de  la  directrice  fixe  et 
le  plan  P^  parallèle  à  la  génératrice  passant  par  le  point  0. 

Toutes  les  génératrices  se  projettent  sur  P2  suivant  des  paral- 
lèles à  l'axe  de  projection  et  sur  Pj  suivant  des  paraboles  égales, 
ayant  les  projections  de  leurs  axes  sur  une  même  ligne. 

Contours  apparents.  Sur  Pg,  le  contour  apparent  est  la  courbe 
directrice;  tout  point  situé  à  l'intérieur  de  la  projection  de  cette 
courbe  ne  peut  appartenir  à  la  surface. 

Il  est,  en  effet,  impossible  de  mener,  par  un  tel  point,  une 
parabole  s'appuyant  sur  la  directrice  et  tournant  sa  concavité  en 
sens  inverse  de  celle  de  cette  courbe. 
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Le  contour  apparent  sur  Pj  est  formé  par  la  projection  de  la 
génératrice  du  point  0,  génératrice  que  l'on  peut  appeler  génératrice 
prmcipale. 

Tout  point  de  l'espace  se  projetant  sur  Pi  à  l'intérieur  de  la 
projection  de  cette  courbe  est  en  dehors  de  la  surface. 

Toutes  les  paraboles  génératrices  étant  des  courbes  égales,  il 
est  impossible  que  l'une  d'elles  puisse  contenir  un  point  se  projetant 
à  l'intérieur  de  la  première  projection  de  la  génératrice  principale. 
Un  tel  point  n'est  donc  pas  sur  la  surface. 

Eléments  visibles  et  cachés.  Tout  point  de  la  surface  situé 
au-dessus  de  la  génératrice  principale  est  visible  en  projection  sur  Pj. 

Tous  les  autres  points  de  la  surface  sont  cachés. 


Surfaces  appartenant  à  deux  classes. 


285.  Les  surfaces  du  second  degré  comprennent  toutes  les  sur- 
faces représentées  et  déterminées  analytiquement  par  une  équation 
du  second  degré. 

Les  cinq  genres  dont  nous  venons  de  donner  la  génération  et 
quelques  propriétés  géométriques  sont  connus  et  désignés  sous  le 
nom  de  surfaces  du  second  degré. 

D'autres  surfaces,  appartenant  à  la  même  classe,  sont  rangées 
en  outre  dans  celle  des  surfaces  réglées  ou  de  révolution. 

Elles  jouissent  des  propriétés  géométriques  qui  caractérisent 
les  deux  classes  dans  lesquelles  ont  peut  les  ranger.  i 

Telles  sont  : 

P  Les  surfaces  réglées  \    ^^^  ^^^^   ^*  !  du  second  degré. 
I  gauches  ( 

2°  Les  surfaces  de  révolution  du  second  degré. 
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Surfaces  réglées  développables  du  second  degré. 


*  286.  Ces  surfaces  comprennent  les  surfaces  cylindriques  et 
coniques  ayant  pour  directrice  une  courbe  du  second  degré.  Elles 
ont  les  propriétés  des  surfaces  réglées  développables  et  celles  des 
surfaces  du  second  degré. 


Surfaces  réglées  gauches  du  second  degré. 


287.  Dans  l'étude  des  surfaces  gauches,  nous  avons  rencontré 
le  paraboloïde  hyperbolique  et  l'hyperboloïde  à  une  nappe,  et  nous 
avons  dit  que  ces  surfaces  sont  du  second  degré. 

Démontrons  que  le  paraboloïde  hyperbolique  et  l'hyperboloïde 
à  une  nappe,  surfaces  gauches^  sont  identiquement  les  mêmes  que 
les  deux  surfaces  du  second  degré  qui  portent  le  même  nom. 

288.  Propriété  I.  La  surface  gaucJie  appelée  hyperloloïde  à  une 
nappe  est  du  second  degré;  elle  est  la  même  que  la  surface  du  second 
degré  du  même  nom. 

D'abord  cette  surface  est  du  second  degré.  Les  conditions  par 
lesquelles  on  exprime  que  la  génératrice  rectiligne  doit  s'appuyer 
sur  les  trois  droites  directrices  rectilignes  ne  peuvent,  en  effet,  con- 
duire qu'à  une  équation  du  second  degré. 

De  plus,  cette  surface  étant  gauche  et  douée  d'un  centre  (203), 
elle  ne  peut  donc  être  qu'un  ellipsoïde  ou  un  des  deux  hyperboloïdes. 

Or,  l'ellipsoïde  et  l'hyperboloïde  à  deux  nappes  ne  peuvent 
admettre  pour  génératrice  une  ligne  droite  indéfinie,  attendu  que 
la  première  de  ces  deux  surfaces  est  limitée  en  tous  sens  et  que  la 
deuxième  est  composée  de  deux  nappes  séparées  par  un  intervalle 
imaginaire,  ce  qui  ne  permet  guère  à  une  droite  indéfinie,  non 
interrompue,  de  s'y  appliquer  entièrement. 

Il  faut  donc  que  la  surface  soit  la  seule  des  surfaces  du  second 
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degré  qui  reste,  c'est-à-dire  l'hyperboloïde  à  une  nappe.  Ce    qu'il 
fallait  démontrer. 

289.  Propriété  II.  Le  paraMoïde  hyperlolique  gauche  est  le 
même  que  le paraboloïde  hyperlolique  du  second  degré. 

Cette  surface  est  du  second  degré,  car,  sans  effectuer  les  cal- 
culs, on  voit  que  les  conditions  par  lesquelles  on  exprime  que  la 
génératrice  rectiligne  doit  s'appuyer  sur  les  deux  droites  direc- 
trices et  rester  parallèle  au  plan  directeur,  ne  peuvent  conduire  qu'à 
une  équation  finale  du  second  degré. 

De  plus,  l'analyse  prouve  que  cette  surface  gauche  n'admet  pas 
de  courbes  fermées  pour  sections  planes. 

Or,  les  seules  surfaces  du  second  degré  qui  n'admettent  pas  de 
sections  planes  fermées  sont  les  cônes  et  les  cylindres  à  directrices 
paraboliques  et  hyperboliques,  et  le  paraboloïde  hyperbolique. 

Comme  les  deux  premières  sont  des  surfaces  réglées  dévelop- 
pables,  il  faut  que  le  paraboloïde  hyperbolique  gauche  soit  identique 
avec  la  troisième  des  surfaces  du  second  degré  qui  reste,  c'est-à-dire 
avec  le  paraboloïde  hyperbolique.  Ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Il  y  a  donc  deux  surfaces  gauches  du  second  degré  : 

L'hyperloloïde  à  une  nappe , 

Le  paraboloïde  hyperlolique. 


Surfaces  de  révolution  du  second  degré. 


290.  Cette  classe  particulière  de  surfaces  a  été  étudiée  au  cha- 
pitre des  surfaces  de  révolution. 
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Chapitre  IL 


Plans  tangents  aux  surfaces  du  second  degré. 


Problèmes  à  résoudre. 


«Ol.  Mener  un  plan  tangent  à  une  surface  du  second  degré  : 

Par  un  point  donné  sur  la  surface I 

Par  un  point  hors  de  la  surface  (  sur  une  ellipse  génératrice  donnée    II 
de  manière  que  le  point  de  contact  soit  \  sur  une  section  diamétrale  donnée    III 

Parallèlement  à  une  droite  donnée  (  sur  une  génératrice  donnée  .    IV 

de  manière  que  le  point  de  contact  soit  \  sur  une  section  diamétrale  donnée   V 

Parallèlement  à  un  plan  donné VI 

Par  une  droite  donnée VII 

AppIlcatioiiM. 

Trouver  la  courbe  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  surface  du 
second  ordre  et  ayayit  son  sommet  un  point  donné VIII 

Autrement  :  Trouver  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  du 
second  ordre  éclairée  par  un  foyer  lumineux  à  une  distance  donnée  . 

Trouver  la  courbe  de  contact  d'un  cylindre  parallèle  à  une  droite  don- 
née circonscrit  à  une  surface  du  second  degré IX 

Autrement  :   Trouver  la  courbe  d'ombre  propre  d'une  surface  du 
second  degré,  dans  l'hypothèse  des  rayons  lumineux  parallèles  .  . 

SOS.  Remarque.  Il  ne  sera  question ,  dans  ce  chapitre ,  que  des  trois  sur- 
faces da  second  degré  proprement  dites  :  'L'ellipsoïde,  le  paraboloïde  elliptique 
et  Vhyperboloïde  à  deux  nappes. 

Les  problèmes  relatifs  aux  plans  tangents  à  ïhyperboloïde  à  une  nappe  et 
au  paraboloïde  hyperbolique  ont  été  résolus  dans  le  chapitre  des  plans  tangents 
à  ces  deux  surfaces  gauches  du  second  degré. 

293.  Problème  I.  Par  un  point  donne  sur  une  des  trois  surfaces 
du  second  degré,  mener  un  flan  tangent. 
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Solution  dans  l'espace.  Par  le  point  donné  P  passe  une  ellipse 
génératrice  G  et  une  autre  courbe  du  second  degré  S,  section  plane 
obteune  par  un  plan  diamétral  passant  par  P  et  par  l'axe  de  la 
courbe  directrice. 

Les  tangentes  en  P  à  ces  deux  courbes  G  et  S  déterminent  le 
plan  tangent. 

Autre  solution.  On  circonscrit  à  la  surface  un  cône,  qui  la 
touche  le  long  de  la  génératrice  G.  Le  plan  tangent  à  ce  cône,  mené 
par  P,  sera  le  plan  tangent  dont  P  est  le  point  de  contact. 

Solution  graphique  (Ep.  159).  Ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux. 

Soient  les  trois  axes  AA,  BB  et  CC.  On  construira  les  ellipses 
des  contours  apparents  sur  Pi  et  Pg,  en  prenant  l'axe  CC  normal 
àP,. 

Soit  P'  la  première  projection  d'un  point  de  l'ellipsoïde  et  con- 
struisons P",  sans  construire  la  première  projection  de  l'ellipse  géné- 
ratrice sur  laquelle  il  se  trouve. 

Par  l'axe  CC  et  le  point  P  passe  un  plan  qui  rencontre  l'ellipse 
principale  en  ^  et ,  comme  toutes  les  sections  parallèles  à  Pj  de 
l'ellipsoïde  sont  projetées  sur  Pj  suivant  des  ellipses  concentriques 
et  semblables,  on  n'a  qu'a  joindre  ^'  et  A'  et  mener  P'  a'  parallèle 
à  ;)'A'  pour  avoir  a\  extrémité  du  grand  axe  de  la  génératrice  G 
sur  laquelle  se  tronve  P.  La  projection  P"  s'en  déduit  facilement. 

Cône  circonscrit.  Par  le  point  a,  où  la  génératrice  G  rencontre 
la  directrice,  on  mène  une  tangente  as  à  cette  dernière.  Cette  tan- 
gente rencontre  l'axe  de  la  directrice  au  point  s. 

Je  dis  que  s  est  le  sommet  du  cône  circonscrit. 

En  effet,  tout  plan  passant  par  l'axe  CC  coupe  l'ellipsoïde  sui- 
vant une  ellipse  ayant  même  axe  que  l'ellipse  du  contour  apparent; 
elle  rencontre  la  génératrice  en  un  point  ayant  même  abscisse 
sur  CC  que  a  par  rapport  au  centre  0.  Ces  conditions  suffisent  pour 
que  la  sous-tangente  d'une  telle  ellipse  quelconque,  pour  le  point 
où  elle  rencontre  la  génératrice  G,  soit  constante;  les  tangentes 
ont  donc  même  longueur  et  s  sera  le  sommet  du  cône  tangent  cir- 
conscrit à  l'ellipsoïde  et  touchant  cette  surface  suivant  l'ellipse  G. 

Construction  du  plan  tangent.  La  trace  de  ce  plan  sur  P,  passe 
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par  R',  trace  de  même  nom  de  la  génératrice  sP  du  cône  circonscrit, 
et,  en  ce  point,  elle  doit  être  tangente  à  la  base  du  cône,  donc  pa- 
rallèle à  la  tangente  menée  en  P  à  l'ellipse  génératrice  donnée. 

LgL  trace  sur  P^  doit  passer  par  les  traces  de  même  nom  des 
parallèles  à  P^  menées  dans  le  plan  tangent  par  les  points  P  et  s. 

Remarques.  I.  Les  solutions  des  problèmes  qui  suivent  ne  dif- 
fèrent de  celles  données  pour  les  surfaces  de  révolution  que  par  la 
nature  des  sections  parallèles  à  P,. 

Elles  exigent  la  connaissance  des  propriétés  des  courbes  du 
second  degré  et  des  opérations  graphiques  nécessaires  à  la  con- 
struction des  tangentes  et  des  normales.  Aussi  n'exposerons- nous, 
dans  les  problèmes  qui  vont  suivre,  que  les  solutions  dans  l'espace 
et  nous  croyons  utile  de  renvoyer,  pour  l'étude  des  courbes  usuelles 
et  des  constructions  qui  s'y  rattachent,  à  l'ouvrage  de  MM.  Rouché 
et  de  Comberousse  (*). 

II .  La  solution  donnée  pour  un  ellipsoïde  est  également  appli- 
cable aux  deux  autres  surfaces  du  second  degré.  Les  seules  modifi- 
cations à  introduire  dans  les  constructions  graphiques  proviennent 
de  la  nature  des  sections  planes  que  l'on  emploie. 

294.  Problème  II.  Par  un  point  donné  hors  d^une  surface  du 
second  degré,  mener  un  plan  tangent,  de  manière  que  le  point  de  contact 
se  trouve  sur  une  ellipse  génératrice  donnée. 

Solution  dans  l'espace.  On  circonscrit  à  la  surface  un  cône 
qui  la  touche  suivant  l'ellipse  génératrice.  Par  le  point  donné,  on 
mène  un  plan  tangent  à  ce  cône,  qui  touche  ce  dernier  suivant  une 
génératrice.  Le  point  de  rencontre  de  cette  génératrice  avec  l'ellipse 
sera  le  point  de  contact  du  plan  tangent. 

Le  problème  n'est  possible  que  lorsque  le  point  donné  est  en 
dehors  du  cône  circonscrit  ou  sur  cette  surface.  Dans  le  premier  cas, 
le  problème  admet  deux  solutions  ;  une  seule  solution  répond  à  la 
seconde  hypothèse. 

Le  problème  est  impossible  si  le  point  est  à  l'intérieur  de  la 
nappe  conique  qui  enveloppe  la  surface. 

(*)  Traité  de  Géométrie  élémentaire.  (Livre  III.  Courbes  usuelles).  Paris  1874. 
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(jréM'ratfices  limites.  Les  ellipses  génératrices  pour  lesquelles  le 
problème  n'admet  qu'une  solution ,  et  au-delà  desquelles  aucune 
solution  n'est  plus  possible,  sont  les  génératrices  limites. 

On  les  détermine  en  coupant  la  surface  par  un  plan  passant  par 
l'axe  et  le  point  donné.  Les  tangentes  menées  par  le  point  donné  à 
la  courbe  d'intersection  obtenue  touchent  celle-ci  en  un  ou  des 
points  par  lesquels  passent  les  génératrices  limites. 

Cas  faciles.  1.  Le  problème  se  simplifie  pour  l'ellipsoïde  si  la 
génératrice  donnée  est  celle  du  contour  apparent  sur  Pj.  Le  cône 
circonscrit  devient  un  cylindre  droit,  ayant  pour  trace  sur  P^  la  pro- 
jection de  même  nom  de  cette  génératrice ,  à  laquelle  il  suffit  de 
mener  des  tangentes  par  la  première  projection  du  point  donné, 
pour  avoir  les  points  de  contact  des  plans  tangents. 

IL  Le  problème  est  encore  facilité  si  le  plan  de  la  génératrice 
passe  par  le  point  donné  (à  démontrer). 

295.  Problème  III.  Par  un  point  donné  hors  d'une  surface  du 
second  degré,  mener  un  plan  tangent  de  manière  que  le  point  de  contact 
se  trouve  sur  une  courbe  S,  section  diamétrale  normale  à  Pj. 

Solution  dans  l'espace.  On  circonscrit  à  la  surface  un  cylindre 
qui  la  touche  suivant  la  courbe  S.  Par  le  point  donné,  on  mène  un 
plan  tangent  à  ce  cylindre,  qui  le  touchera  suivant  une  génératrice  ; 
le  point  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  courbe  S  sera  le  point 
de  contact  du  plan  tangent. 

Cylindre  circonscrit.  En  chaque  point  de  S  passe  une  ellipse 
génératrice;  les  tangentes  en  ces  points  à  ces  courbes  étant  toutes 
parallèles  à  Pj  et  parallèles  entre  elles,  leur  ensemble  constituera 
le  cylindre  circonscrit. 

Construction  du  plan  tangent.  Par  le  point  donné,  on  mène  une 
droite  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre  circonscrit;  on  en 
détermine  le  point  de  rencontre  R  avec  le  plan  de  la  courbe  S  ;  par 
ce  point,  on  mène  une  tangente  à  S,  qui  la  touche  en  un  point,  point 
de  contact  du  plan  tangent. 

Le  problème  admet  autant  de  solutions  qu'il  existe  de  tan- 
gentes à  S  passant  par  R. 

Plans  diamétraux  limites.  Pour  que  le  problème  soit  possible, 
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il  faut  que  le  point  R  soit  en  dehors  de  la  courbe  S  ou  sur  cette  courbe, 
et   dans  ce  dernier  cas  le  problème  n'admet  qu'une  seule  solution. 

La  position  particulière  du  plan  diamétral  S  pour  laquelle  il 
n'existe  qu'une  solution  se  nomme  plan  diamétral  limite. 

On  détermine  ce  plan  en  menant,  par  le  point  donné,  un  plan 
perpendiculaire  à  l'axe  ;  il  peut  couper  la  surface  suivant  une  ellipse 
génératrice,  à  laquelle  on  mène  deux  tangentes  partant  du  point 
donné;  les  points  de  contact  L  et  L'  de  ces  tangentes  déterminent 
chacun,  avec  l'axe,  le  plan  diamétral  limite. 

Cas  facile.  Si  la  section  S  est  parallèle  à  Pj,  il  suffit,  pour  avoir 
les  points  de  contact  des  plans  tangents,  de  mener,  par  la  seconde 
projection  du  point,  des  tangentes  à  la  projection  de  même  nom 
de  S  ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les  points  de  con- 
tact des  plans  tangents. 

296.  Problème  IV.  Construire  la  courte  de  contact  d''un  cône 
circonscrit  à  une  des  trois  surfaces  du  second  degré  et  ayant  pour 
sommet  un  point  P  pris  en  dehors  de  cette  surface. 

Solution  dans  l'espace.  On  déterminera,  au  moyen  des  pro- 
blèmes III  et  II,  une  série  de  points,  dont  les  uns  doivent  se  trouver 
sur  des  sections  diamétrales  données  et  les  autres  sur  des  ellipses 
génératrices  assignée^  ;  le  lieu  géométrique  de  tous  ces  points  sera 
la  courbe  de  contact. 

Les  points  qui  se  déterminent  facilement  sont  : 

1°  Les  deux  points  situés  sur  le  second  contour  apparent  ; 

2°  Les  deux  points  du  contour  apparent  sur  Pj  ; 

3°  Les  points  situés  sur  la  génératrice  dont  le  plan  passe  par  P; 

4°  Les  points  limites  situés  sur  les  génératrices  limites; 

5°  Les  points  des  sections  diamétrales  limites. 

Propriété.  La  courte  de  contact  d'un  cône  circonscrit  à  une  sur- 
fac  e  du  second  degré  est  toujours  plane  ;  son  plan  est  parallèle  au  plan 
diamétral  qui  est  conjugué  avec  le  diamètre  mené  par  le  sommet  du  cône; 
c'est-à-dire^  au  plan  diamétral  qui  divise  toutes  les  cordes  de  la  sur- 
face ;  parallèles  à  ce  diamètre,  en  deux  parties  égales. 

(Voir  la  démonstration  de  cette  propriété  donnée  par  Leroy  (*) 

(■)  Leroy.  Traité  de  Géométrie  descriptive  1851  —  §  353, 
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pour  les  surfaces  admettant  un  centre  et  pour  celles  dépourvues 
de  centre). 

Remarque.  Si  le  point  donné  devient  un  foyer  lumineux,  la 
courbe  de  contact  du  cône  devient  la  courbe  de  séparation  d'ombre  et 
de  lumière,  laquelle  est  donc  une  courbe  plane. 

297.  Problème  V.  Parallèlement  à  une  droite,  mener  un  plan 
tangent  à  une  surface  du  second  degré  de  manière  que  le  point  de  con- 
tact se  trouve  sur  une  génératrice  assignée. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  le  cône  circonscrit  à  l'el- 
lipsoïde suivant  l'ellipse  génératrice  donnée  (295). 

Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  mène  un  plan  tangent  à 
ce  cône;  il  touche  cette  surface  suivant  une  génératrice,  dont  la 
rencontre  avec  l'ellipse  génératrice  donne  le  point  de  contact  du 
plan  tangent  avec  la  surface  du  second  degré. 

Le  problème  est  possible,  si  la  droite  auxiliaire  parallèle  à  la 
droite  donnée  est  en  dehors  de  ce  cône  ou  sur  cette  surface.  Dans 
le  premier  cas,  le  problème  admet  deux  solutions;  il  n'en  admet 
qu'une  seule  pour  la  seconde  hypothèse. 

Génératrices  limites.  Les  génératrices  pour  lesquelles  il  n'existe 
qu'une  seule  solution  et  au-delà  desquelles  le  problème  est  impos- 
sible sont  les  génératrices  limites. 

Pour  les  déterminer,  on  coupe  la  surface  par  un  plan  diamétral 
normal  à  Pg  et  parallèle  à  la  droite  donnée  ;  parallèlement  à  cette 
droite;  on  mène  des  tangentes  à  la  courbe  de  section  diamétrale 
obtenue;  les  points  de  contact  de  ces  deux  tangentes  sont  les  points 
par  lesquels  passent  les  ellipses  génératrices  limites. 

Cas  facile.  Dans  le  cas  d'un  ellipsoïde,  les  opérations  sont  sim- 
plifiées si  la  génératrice  donnée  est  l'ellipse  principale  parallèle  à  Pj. 

Il  sufi&ra,  dans  ce  cas,  de  mener  deux  tangentes  à  cette  courbe, 
parallèment  à  la  première  projection  de  la  droite  donnée,  pora:  avoir 
deux  points  de  contact  qui  sont  les  points  de  contact  des  plans  tan- 
gents à  la  surface. 

298.  Problème  VI.  Parallèlement  à  une  droite  donnée,  mener 
un  plan  tangent  à  une  surface  du  second  degré  de  manière  que  le  point 
de  contact  se  trouve  sur  une  courbe  S ,  section  diamétrale  normale  à  Pi. 
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Solution  dans  Tespace.  Le  plan  tangent  doit  être  par  allèle  à 
la  droite  donnée,  toucher  la  surface  en  un  point  do  la  courbe  S  et 
contenir,  en  ce  point,  une  tangente  T  à  l'ellipse  génératrice  qui 
passe  par  ce  même  point. 

On  construira  un  cylindre  qui  touche  la  surface  suivant  la 
courbe  S;  les  génératrices  de  ce  cylindre  sont  toutes  parallèles  à  P, 
et  parallèles  à  la  tangente  T  à  l'ellipse  génératrice. 

Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on  mène  un  ou  des  plans  tan- 
gents à  ce  cylindre  ;  les  génératrices  touchées  coupent  la  courbe  S 
en  des  points  qui  sont  les  points  de  contact  des  plans  tangents  de- 
mandés. 

Remarque.  Les  opérations  graphiques  peuvent  se  réduire  à 
projeter  la  droite  donnée  sur  le  plan  de  la  courbe  S,  en  prenant 
pour  projetantes  des  droites  parallèles  aux  tangentes  T. 

Parallèlement  à  cette  projection,  on  mènera  une  ou  des  tan- 
gentes à  la  courbe  S,  pour  avoir  les  points  de  contact  des  plans 
tangents. 

Cas  facile.  Si  la  courbe  S  est  la  courbe  directrice,  il  suffit  de 
mener  à  cette  courbe  des  tangentes  parallèles  à  la  seconde  projec- 
tion de  la  droite  ;  les  points  de  contact  de  ces  tangentes  sont  les 
points  de  contact  des  plans  tangents. 

299.  Problème  VII.  Construire  la  courde  de  contact  ffun  cylin- 
dre parallèle  à  une  droite  donnée  et  circonscrit  à  une  surface  d%  second 
degré. 

Solution  dans  l'espace.  On  détermine,  au  moyen  des  pro- 
blèmes V  et  VI,  une  série  de  points  devant  se  trouver,  soit  sur  des 
ellipses  données,  soit  sur  des  sections  diamétrales  normales  à  Pj, 

Le  lieu  géométrique  de  ces  points  constituera  la  courbe. 

Les  points  principaux  et  ceux  qui  se  déterminent  le  plus  facile- 
ment sont  : 

1"  Les  points  situés  sur  le  second  contour  apparent  ; 

2°  Les  points  situés  sur  le  premier  contour  apparent; 

S''  Les  points  limites,  les  points  le  plus  haut  et  le  plus  bas  de 
la  courbe. 

Propriété.  La  coitrbe  de  contact  d^itn  cylindre  circonscrit  à  une 
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surface  au  second  degré  est  toujours  plane  ;  elle  est  située  dans  le  plan 
diamétral  qui  se  trouve  conjugué  avec  le  diamètre  parallèle  au  cy- 
lindre (*). 

Remarque.  Si  la  surface  est  éclairée  par  des  rayons  lumineux 
parallèles  à  la  droite  donnée,  la  courbe  de  contact  du  cylindre  de- 
vient la  ligne  de  séparation  d'ombre  et  de  lumière,  laquelle  est  donc 
une  courbe  plane. 

300.  Problème  VIII.  Parallèlement  à  un  plan  donné  R,  mener 
un  plan  tangent  à  une  surface  du  second  degré. 

Solution  dans  l'espace.  Le  plan  tangent  devant  être  parallèle 
à  li,  la  première  trace  ainsi  qu'une  parallèle  à  cette  trace  située 
dans  ce  plan  tangent  sont  parallèles  à  Rj. 

Par  le  point  de  contact  du  plan  tangent  passe  une  ellipse  géné- 
ratrice, dont  la  tangente  en  ce  point  est  une  parallèle  à  Rj. 

Les  tangentes  à  toutes  les  ellipses  génératrices,  aux  points  de 
rencontre  de  celles-ci  avec  le  plan  de  la  section  diamétrale  passant 
par  le  point  de  contact  du  plan  tangent  étant  parallèles,  ce  plan 
diamétral  sera  déterminé  par  l'axe  et  par  le  point  de  contact  d'une 
tangente,  parallèle  à  Rj,  avec  la  projection  sur  Pj  d'une  ellipse 
quelconque. 

Donc,  parallèlement  à  la  trace  Ri,  où  mène  une  tangente  à  l'ellipse 
du  contour  apparent  ou  à  une  ellipse  quelconque  en  projection  sur  P,. 

Par  le  point  de  contact  obtenu  et  par  l'axe  de  la  surface,  on 
mène  un  plan.  Ce  plan  coupe  la  surface  suivant  une  courbe  S,  et  le 
plan  R  suivant  une  droite  D. 

Parallèlement  à  D,  on  mène  une  tangente  à  S,  dont  le  point 
contact  sera  celui  du  plan  tangent  demandé. 

301.  Problème  IX.  Par  une  droite  donnée,  mener  un  plan  tan- 
gent à  une  surface  du  second  degré. 

Solution  dans  l'espace.  On  construit  les  courbes  de  contact 
de  deux  cônes  circonscrits  à  la  surface  et  ayant  pour  sommets,  l'un 
le  point  A,  l'autre  le  point  B  de  la  droite  donnée.  Ces  courbes 
sont  planes  et  se  rencontrent  en  des  points  qui  sont  les  points  de 
contact  des  plans  tangents  demandés. 

(*)  Voir  Leroy,  op.  cit.  §  381.  18. 
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Solution  particulière.  Prenons  Pg  parallèle  à  la  courbe  direc- 
trice, et  Pj  parallèle  aux  courbes  génératrices  de  la  surface. 

Soient  un  ellipsoïde,  A  et  B  les  points  où  la  droite  donnée  D 
perce  respectivement  le  plan  de  l'ellipse  directrice  et  celui  de  l'el- 
lipse génératrice  principale. 

Le  point  A  sera  pris  pour  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  l'ellip- 
soïde. La  courbe  de  contact  de  ce  cône  est  plane  (296)  et  son  plan 
est  parallèle  au  plan  diamétral  conjugué  avec  Ao,  droite  parallèle 
à  Pg.  Ce  plan  est  de  plus  normal  à  Pg,  vu  que  ce  dernier  passant 
par  Ao  divise  l'ellipsoïde  en  deux  parties  symétriques  par  rapport 
à  ce  plan  et  que  les  points  de  la  courbe  doivent  être  deux  à  deux 
sur  des  cordes  qui  lui  sont  perpendiculaires. 

Cette  courbe  de  contact  se  projette  donc  sur  Pg  suivant  une 
droite  œy  et  sur  Pj  suivant  une  courbe,  une  ellipse.  L'un  des  axes 
de  cette  ellipse,  parallèle  à  l'axe  de  projection,  est  la  première 
projection  x^y*  de  xy^  l'autre  axe  se  trouve  par  la  considération, 
que  toutes  les  sections  parallèles  de  l'ellipsoïde  sont  des  courbes 
semblables  et  ont  leurs  axes  en  proportion. 

x^f  étant  connu  ninsi  que  les  deux  axes  de  la  section  diamétrale 
parallèle  à  la  courbe  de  contact,  on  déduit,  par  ce  qui  précède,  le 
deuxième  axe  de  l'ellipse  de  contact,  laquelle  pourra  se  construire 
en  projection  sur  Pi. 

Le  point  B  est,  à  son  tour,  pris  pour  sommet  d'un  cône  circon- 
scrit. La  courbe  de  contact  sera  plane,  perpendiculaire  à  P^  et  s'y 
projette  en  ligne  droite. 

Les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  première  projec- 
tion de  la  première  courbe  de  contact  sont  les  premières  projections 
des  points  de  contact  des  plans  tangents,  lesquels  sont  déterminés 
chacun  par  un  de  ces  points  et  par  la  droite  D. 

Remarque.  La  surface  devenant  de  révolution,  le  problème 
devient  celui  du  §  163.  Si  l'ellipsoïde  devient  une  sphère,  le  pro- 
blème est  celui  du  §  164. 

Autre  solution.  On  prend  le  point  A  de  la  droite  pour  sommet 
d'un  cône  circonscrit.  Par  la  droite  donnée,  on  mène  des  plans  tan- 
gents à  ce  cône;  ces  plans  sont  les  plans  tangents  à  la  surface  du 
second  degré. 


Chapitre   III. 


Sections  planes  des  surfaces  du  second  degré. 


302.  Problème  général.  Construire  la  ligne  d'intersection  d'un 
plan  avec  une  surface  du  second  degré. 

Solution  générale.  On  coupe  par  des  plans  auxiliaires  paral- 
lèles à  Pi.  Les  trois  surfaces  (294)  étant  placées  par  rapport  à  Pj  de 
manière  que  les  ellipses  génératrices  soient  parallèles  à  ce  plan, 
la  surface  sera  coupée  suivant  une  ellipse ,  dont  on  construit 
aisément  les  axes  et  les  projections,  et  le  plan  suivant  une  droite. 
Les  points  de  rencontre  des  droites  et  ellipses  fournies  par  le  même 
plan  ajjixiliaire  sont  des  points  de  la  section  plane  de  la  surface. 


Applications. 


303.  Problème  I.  Construire  la  ligne  suivant  laquelle  un  plan 
coupe  l'hyperloloïde  à  une  nappe. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  par  des  plans  parallèles  à 
P,  etc.  (302). 

Tangente  en  un  point  de  la  courbe.  Cette  tangente  est  la  droite 
d'intersection  du  plan  sécant  avec  le  plan  tangent  à  l'hyperboloïde 
ayant  le  point  donné  pour  point  de  contact. 

Nature  de  la  courle.  Les  propriétés  du  cône  asymptote  de  l'hy- 
perboloïde permettent  de  nous  prononcer  sur  la  nature  de  la  courbe 
de  section  plane,  avant  la  construction  de  cette  dernière. 
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Cône  asymptote.  L'hyperboloïde  admet  un  centre  (  203  )  qui 
est  celui  du  parallélipipède  déterminé  par  les  trois  directrices  d'un 
même  système,  et  par  les  trois  génératrices  principales  parallèles  à 
ces  directrices. 

Par  ce  centre,  menons  une  droite  parallèle  à  uue  génératrice 
du  premier  système  ;  elle  le  sera  en  même  temps  à  une  certaine 
génératrice  du  second  système,  et  la  trace  a  sur  P^  de  cette  parallèle 
coupera  en  son  milieu  la  ligne  qui  unit  les  traces  de  même  nom  des 
deux  génératrices  parallèles.  La  trace  a  est  donc  le  milieu  d'une 
corde  de  l'ellipse,  base  de  l'hyperboloïde. 

Si,  par  le  centre,  on  mène  une  deuxième  droite,  parallèle  à  une 
deuxième  génératrice  g  de  l'hyperboloïde ,  elle  sera  parallèle  en 
même  temps  à  une  génératrice  du  second  système  parallèle  à  g,  et 
sa  trace  l  sur  P^  coupe  en  son  milieu  la  corde  qui  unit  les  deux 
traces  des  génératrices  parallèles. 

Si,  ensuite,  par  le  centre,  on  mène  des  droites  respectivement 
parallèles  à  toutes  les  génératrices  de  l'hyperboloïde,  on  engendrera 
un  cône,  le  cône  asymptote,  dont  la  base  est  une  ellipse  semblable  à 
celle  de  la  base  de  l'hyperboloïde. 

Voyons  maintenant  de  quelle  manière  on  peut  se  servir  de  ce 
cône  pour  déterminer  la  nature  de  la  section  plane  de  l'hyperboloïde. 

l^""  Cas.  Tout  plan  passant  par  une  génératrice  du  premier  sys- 
tème coupe  Vhyperloloïde  suivant  une  génératrice  du  second  système  {202). 
Ce  plan  est  un  plan  tangent  dont  le  point  de  contact  est  le  point 
d'intersection  des  deux  génératrices. 

2^^  Cas.  Le  plan  qui  passe  par  une  génératrice  du  premier  sys- 
tème et  par  te  centre  de  Vhyperloloïde,  coupe  cette  surface  suivant  une 
génératrice  du  second  système  parallèle  à  la  première. 

Ce  plan  contient  en  même  temps  la  génératrice  du  cône  asymp- 
tote, qui  est  parallèle  aux  deux  génératrices  de  l'hyperboloïde,  et 
sera  tangent  à  ce  cône.  Le  plan  ainsi  déterminé  est  en  même  temps 
tangent  à  l'hyperboloïde  ,  mais  son  point  de  contact  est  reculé 
à  l'infini. 

3"^"  Cas.  Le  plan  sécant  ne  passe  pas  par  une  génératrice  de  Vhy- 
perloloïde. 
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Par  le  sommet  du  cône  asymptote,  donc  par  le  centre  de  l'hyper- 
boloïde,  on  mène  un  plan  auxiliaire  parallèle  au  plan  sécant. 

Section  elliptique.—  La  trace  sur  Pj  de  ce  plan  est  en  dehors  de 
la  base  du  cône. 

Toutes  les  génératrices  de  l'hyperboloïde  sont  coupées  par  le 
plan  sécant,  et  la  courbe  d'intersection,  n'ayant  aucune  branche  qui 
se  prolonge  jusqu'à  l'infini,  sera  une  courbe  fermée ,   une  ellipse. 

Section  hyperbolique.  —  Za  trace  sur  Pj  du  plan  auxiliaire 
coupe  la  base  du  cône  asymtote  en  deux  points. 

Le  plan  sécant  sera  parallèle  à  deux  génératrices  xQiy  du  cône, 
par  suite  à  deux  génératrices  a  et  b,  a)  et  V  de  chaque  système  de 
l'hyperboloïde  respectivement  parallèles  à  iz;  et  à  2/.  La  courbe  de 
section  plane  aura  donc  deux  branches  dijférentes  et  ouvertes  et  ne 
peut  être  qu'une  hyperbole. 

Construction  des  asymptotes.  Les  asymptotes  sont  des  tangentes 
dont  le  point  de  contact  sur  la  courbe  est  reculé  à  l'infini.  Il  s'en 
suit  que  ces  lignes  sont  situées  dans  le  plan  sécant  et  dans  le  plan 
tangent,  dont  le  point  de  contact  est  situé  sur  la  courbe  et  à  l'infini. 
Un  tel  plan  doit  être  celui  mené  par  l'une  des  génératrices  a,  b, 
a^  ou  b\  car  ce  n'est  que  pour  ces  génératrices  que  le  point  de  contact 
du  plan  tangent,  s'il  est  reculé  à  l'infini,  peut  se  trouver  sur  la 
courbe. 

Comme  par  chacune  de  ces  génératrices  on  peut  mener  une  infi- 
nité de  plans  tangents  àl'hyperboloïde,  et  (jue,  pour  chacun  de  ces 
plans,  le  point  de  contact  varie,  nous  construirons  celui  pour  lequel 
le  point  de  contact  est  à  l'infini.  Or,  un  tel  plan  est  formé  par  une 
des  génératrices  a  ou  J  du  premier  système,  et  l'autre  génératrice  a' 
ou  V  du  second  système  qui  lui  est  parallèle. 

L'intersection  de  ces  plans  avec  le  plan  sécant  donnera  les 
asymptotes,  qui  sont  des  droites  parallèles  à  a  et  a'  et  à  J  et  V,  ainsi 
qu'aux  génératrices  x  et  y  du  cône  asymptote. 

Section  parabolique.  —  Le  plan  auxiliaire  est  tangent  au 
cône  asymptote. 

Le  plan  sécant  sera  parallèle  à  une  génératrice  x  du  cône,  par 
suite  à  deux  génératrices  g  et^'  des  deux  systèmes  de  l'hyperboloïde. 
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Les  génératrices  g  et  g^  sont  parallèles,  et  la  courbe  de  section  plane 
est  ouverte  ;  elle  ne  comporte  qu'une  seule  et  même  branche  et  sera 
une  parabole. 

La  construction  précédente  qui  nous  a  donné  les  asymptotes 
n'est  plus  applicable.  En  effet,  le  plan  tangent  qui  pourrait  donner 
l'asymptote  devrait  être  mené  par  ^  et  ^'  ;  il  sera  donc  parallèle  au 
plan  sécant  et  ne  peut  le  couper. 

304.  Problème  II.  Intersection  de  VeUipsoïde  avec  un  plan  quel- 
conque. 

Solution  dans  l'espace.  On  coupe  par  des  plans  auxiliaires 
parallèles  à  Pj,  etc. 

Déduire  la  solution  graphique  de  celle  employée  pour  la  con- 
struction de  la  section  plane  d'une  surface  de  révolution  (171). 

Points  particuliers .  1.  Points  sur  l'ellipse  principale; 

2.  Points  sur  l'ellipse  directrice; 

3.  Points  limites.  —  Points  le  plus  haut  et 
le  plus  bas. 


Intersection  d'une  surface  du  second  ordre 
avec  une  surface  quelconque. 

Surface  du  second  degré  et  surface  développable. 


305.  Solution  dans  l'espace.  On  coupe  par  des  plans  paral- 
lèles à  Pj  qui  donnent,  sur  la  surface  du  second  ordre,  des  ellipses  et 
sur  la  développable,  des  lignes  L.  Les  points  de  rencontre  des  ellipses 
avec  les  lignes  L  fournies  par  les  mêmes  plans  sécants  sont  des 
points  qui  appartiennent  à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

306.  Remarque.  Si  la  développable  est  un  cylindre  ou  un 
cône,  la  solution  générale  précédente  peut  être  remplacée  par  celle 
qui  suit  : 

On  coupe  par  un  plan  auxiliaire  parallèle  à  Pj  qui  donne,  sur 
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la  surface  du  second  ordre  une  ellipse  et  sur  la  développable  une 
ligne,  qu'il  est  inutile  de  construire,  pourvu  que  l'on  trouve  les 
points  de  rencontre  de  cette  ellipse  avec  la  développable. 

A  cet  effet,  l'ellipse  sera  prise  pour  directrice  d'un  cylindre 
parallèle  au  cylindre  donné,  ou  d'un  cône,  de  même  sommet  que  le 
cône  proposé. 

La  base  de  cette  surface  auxiliaire  rencontrera  celle  de  la  dé- 
veloppable en  des  points  qui  sont  les  traces  sur  P^  des  génératrices 
communes  à  ces  surfaces.  Ces  génératrices  rencontrent  l'ellipse 
directrice  en  des  points  qui  appartiennent  à  la  ligne  d'intersection 
de  la  développable  avec  la  surface  du  second  degré. 


Applications. 


307. 1.  Intersection  d'un  ellipsoïde  et  d'un  cône  à  base  quelconque. 
Solution.  Déduire  la  solution  graphique  du  §  306  et  de  celle 
du  problème  du  §  185. 

308.  II.  Cylindre  et  sphère.  —  Cas  particulier.  Si  la  courbe 
d'entrée  est  une  courbe  ylane,  la  courbe  de  sortie  est  aussi  flâne  et  égale 
à  la  courbe  d'entrée. 

Démonstration.  Supposons  Pg  mené  par  le  centre  de  la  sphère 
parallèlement  aux  directrices  du  cylindre,  et  normal  à  la  courbe 
d'entrée.  Cette  courbe  se  projette  sur  Pg  suivant  la  droite  ab 
(Fig.  160).  Les  génératrices  a  et  5  du  cylindre  sortiront  de  la  sphère 
en  a'  et  V  sur  le  grand  cercle  aaWb.  Je  dis  que  la  courbe  de  sortie 
se  projette  suivant  a^V,  droite  égale  à  ab. 

En  effet,  le  plan  Pj  mené  par  le  centre  de  la  sphère  normale- 
ment aux  génératrices  du  cylindre,  divise  toute  corde  de  la  sphère 
parallèle  à  ces  génératrices  en  deux  parties  égales,  également  la 
génératrice  C,  qui  entre  en  C  dans  la  sphère  sort  de  celle-ci  en  C,  et 
Cm  =  Cm.  Il  en  résulte  que,  puisque  a,  b  et  c  sont  en  ligne  droite, 
que  a\  V  et  c'  doivent  l'être  également. 

309.  Corollaire.  Si  la  courbe  d'entrée  est  une  circonférence  de 
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grand  cercle  db  de  la  sphère  (Fig.  161),  la  courbe  de  sortie  sera  égale- 
ment une  circonférence  de  grand  cercle  a^h\  symétrique  à  la  première 
par  rapport  au  plan  mené  par  le  centre  de  la  sphère  normalement  aux 
génératrices  du  cylindre . 

310.  Cône  et  sphère.  —  Cas  particulier.  Si  la  courbe  d'entrée 
est  plane,  la  courbe  de  sortie  est  également  plane. 

Démonstration.  Prenons  pour  P^  un  plan  mené  par  le  sommet 
S  et  le  centre  C  de  la  sphère  normalement  à  la  courbe  d'entrée, 
laquelle  se  projette  ainsi  sur  P,  suivant  la  corde  ab  (Fig.  162).  Je 
dis  que  tout  point  de  la  courbe  de  sortie  doit  se  projeter  sur  la 
corde  AB,  la  courbe  de  sortie  est  donc  plane.  En  ejïet,  menons,  par 
le  point  du  cône  qui  se  projette  en  R'  sur  AB,  un  plan  normal  à  Pj 
et  parallèle  à  ab.  La  section  conique  aussi  obtenue  se  rabat  suivant 
la  demi  circonférence  aJV  et  la  hauteur  du  point  R  au-dessus  de  P^ 
sera  RR'  =  \/~R'«'.  R'i'.  Démontrons  que  ce  point  R  appartient 
également  au  demi  cercle  de  la  sphère  qui  se  projette  en  AB. 

Le  deux  triangles  a'R'A  et  R'BJ'  sont  semblables,  car  l'angle  V 
égal  l'angle  b,  qui  a  même  mesure  que  l'angle  A,  donc  V  =  k. 

On  a  donc  |!^  =  ||^  ou  ^a\  R'^'  =  R'B.  R'A 

RB       R  ô' 

Il  en  résulte  que  la  hauteur  du  point  du  cercle  AB  qui  se  pro- 
jette en  R'  est  égale  à  RR'.  Ce  point  appartient  ainsi  au  cône  et  à 
la  sphère. 

On  démontrera  de  même  que  tout  point  de  la  sphère  qui  se 
projette  sur  AB  appartient  au  cône,  donc  la  courbe  de  sortie  do  ce 
dernier  est  plane. 

Surfaces  du  second  degré  et  surface  de  révolution, 


311.  Premier  cas.  La  surface  d%v  second  degré  a  ses  courbes 
génératrices  parallèles  au  plan  Pi,  lequel  est  normal  à  Taxe  de  rotation. 

Solution.  On  coupe  par  des  plans  parallèles  à  P^  La  surface 
du  second  degré  sera  coupée  suivant  une  ellipse  génératrice  (292)  et 
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la  surface  de  révolution  suivant  un  parallèle.  Les  points  de  ren- 
contre de  ces  courbes  données  par  un  même  plan  auxiliaire  appar- 
tiennent à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 

312.  Applications.  I.  Construire  la  courle  d'intersection  d'un 
ellipsoïde  avec  un  autre  ellipsoïde  de  révolution  ayant  son  axe  parallèle 
au  grand  axe  de  Vautre  surface. 

II.  Même  prolUme,  l'axe  de  rotation  coïncidant  avec  le  grand  axe. 

313.  Second  cas.  Si  l'une  des  deux  surfaces,  ou  si  les  deux 
surfaces  ne  sont  pas  favorablement  placées,  ainsi,  par  ex.,  si  l'axe 
de  rotation  n'est  pas  normal  à  Pj  ou  que  les  courbes  génératrices  de 
la  surface  du  second  degré  ne  sont  pas  parallèles  à  Pj,  on  coupe 
encore  par  des  plans  parallèles  à  Pj.  Les  sections  planes  données 
par  un  même  plan  auxiliaire  peuvent  se  couper  ou  se  toucher  en 
des  points  appartenant  à  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces. 


Surface  du  second  degré  et  surfaee  gauche. 

314.  Cas  généraL  —  Solution.  On  coupe  les  deux  surfaces 
par  des  plans  auxiliaires  parallèles  à  Pj. 

La  ligne  d'intersection  de  la  surface  gauche  avec  un  des  plans 
auxiliaires  est  le  lieu  des  points  de  rencontre  des  différentes  généra- 
trices avec  le  plan. 

La  ligne  d'intersection  du  même  plan  avec  la  surface  du  second 
degré  est  une  ellipse  (292)  et  en  général  une  courbe  du  second 
degré,  les  courbes  génératrices  de  cette  surface  étant  parallèles  à  Pj. 

Les  points  de  rencontre  de  ces  deux  sections  planes  appartien- 
nent à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

315.  Cas  particulier.  La  solution  précédente  se  simplifie  si  la 
surface  gauche  a  le  plan  Pj  pour  plan  directeur. 

Dans  ce  cas,  les  sections  planes  de  la  surface  gauche  devien- 
nent des  droites,  génératrices  de  cette  surface. 

316.  Applications.  I.  Ligne  d'' intersection  d'un  ellipsoïde  ayant 
son  grand  axe  normal  à  Pj  et  d'un  paraloloïde  hyperlolique  ayant  P^ 
pour  flan  directeur. 

BrEITHOF,   GÉOM.  DESCRIPT.  II.  19 
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II.  Même  problème,  le  paraboloïde  étant  remplacé  par  un  conoïde 
droit,  un  conoïde  oblique,  un  Jiélicoïde  à  plan  directeur. 


Surface  du  second  degré  et  surface  du  second  degré. 


317.  Premier  cas.  —  Les  courles  génératrices  des  deux  surfaces 
sont  parallèles  à  P^. 

On  coupe  par  des  plans  parallèles  à  Pj.  Les  sections  obtenues 
sont  des  courbes  du  second  degré  ;  leurs  points  de  rencontre  appar- 
tiennent à  la  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces. 

318.  Second  cas.  —  Une  des  surfaces  a  ses  courbes  génératrices 
parallèles  à  P^. 

On  coupera  encore  par  des  plans  parallèles  à  Pj.  Chaque  plan 
auxiliaire  coupe  l'une  des  deux  surfaces  suivant  une  courbe  généra- 
trice et  l'autre  suivant  une  ligne,  en  général  une  courbe  du  second 
degré,  que  l'on  construit  par  points. 

A  cet  effet,  on  coupe  cette  surface  par  un  plan  parallèle  aux 
courbes  génératrices;  un  tel  plan  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  génératrice  et  le  plan  auxiliaire  parallèle  à  Pj  suivant  une 
droite.  Les  points  de  rencontre  de  cette  droite  avec  la  courbe  appar- 
tiennent à  la  section  plane. 

Cas  particuliers. 

I.  —  Lorsque  deux  cylindres  du  second  degré  se  coupent  par  péné- 
tration et  que  la  courbe  d'entrée  est  une  courbe  plane,  la  courbe  de  sortie 
est  aussi  plane. 

La  courbe  d'entrée,  qui  est  plane,  ne  peut  être  qu'une  ellipse, 
une  hyperbole  ou  une  parabole. 

Soit  (Fig.  163)  ABCD  l'ellipse  d'entrée.  Coupons  par  quel- 
ques plans  parallèles  aux  génératrices  des  deux  cylindres.  Ces  plans 
déterminent,  sur  le  plan  de  l'ellipse,  des  cordes  parallèles  AB,CD  etc. 
et  sur  les  deux  cylindres,  les  quatre  couples  de  génératrices  ka,  Bh, 
Ce,  J)d  et  Aa,  BP,  Cr  et  D8  etc. 

Ces  génératrices  se  coupent  aux  points  A,  B,  C  et  D  de  la 
courbe  d'entrée  et  aux  points  A',B',€',D'  de  la  courbe  de  sortie. 
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Les  figures  A'A  B'B  et  D'D  C'C  sont  des  parallélogrammes,  dont 
les  côtés  et  diagonales  de  l'un  sont  respectivement  parallèles  aux 
côtés  et  diagonales  de  l'autre.  Les  diagonales  A'B'  et  CD'  sont  donc 
parallèles  et  sont  coupées  en  parties  égales  par  le  diamètre  conju- 
gué MM  des  courbes  AB  et  BC. 

Toutes  ces  diagonales  A'B',  D'C  etc.  déterminent  donc  un  plan 
qui  est  le  plan  de  la  courbe  de  sortie  A'B'C'D'  etc. 

Les  courbes  d'entrée  et  de  sortie  sont  donc  planes  et,  comme  la 
figure  le  montre,  de  même  espèce. 

319.  IL  —  Lorsque  deux  surfaces  du  second  degré  ont  un  axe  com- 
mun en  grandeur  et  en  position ,  elles  ne  j^euvent  se  couper  que  suivant 
deux  courbes  planes  qui  passent  l'une  et  Vautre  par  Vaxe  commun. 

Prenons  (Fig.  164)  Pj  normal  à  l'axe  commun,  réel  ou  imagi- 
naire pour  chacune  des  surfaces,  et  passant  par  le  centre  commun  des 
deux  surfaces  S  et  Sj,  de  même  espèce  ou  non;  Pi  coupera  celles-ci 
suivant  deux  courbes  du  second  degré  concentriques.  Si  celles-ci  se 
coupent  suivant  deux  points  A  et  B,  elles  auront  encore  les  deux 
points  communs  A'  et  B',  diamétralement  opposés  à  À  et  B.  Le  plan 
normal  à  P^  mené  par  l'axe  commun  AA'  coupe  S  et  S^  suivant  des 
courbes  du  second  degré  qui  doivent  coïncider  comme  ayant  les 
mêmes  demi-axes.  Il  en  sera  de  même  des  sections  faites  par  l'axe 
commun  et  BB', 

Si  S  n'avait  pas  de  centre.  S'  devrait  également  être  un  parabo- 
loïde  ayant  même  sommet.  On  coupera  par  des  plans  perpendicu- 
laires à  l'axe  commun. 

Les  deux  sections  auront  même  centre  et  se  rencontrent  en 
quatre  points  diamétralement  opposés  tels  que  A  et  A'  B  et  B'  etc. 

320.  III.  —  Mentionnons  ici  le  cas  particulier  de  deux  surfaces 
de  révolution  du  second  degré  qui  ont  un  plan  principal  commun. 

La  ligne  d'intersection  des  deux  surfaces  se  projette  sur  ce  plan 
suivant  une  courbe  du  second  degré. 
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Points  de  rencontre  d'une  ligne  et  d'une  surface  du  second  degré. 


321.  Solution  générale.  Conformément  à  la  solution  du  §  20, 
on  prend  la  ligne  donnée  pour  directrice  d'un  cylindre  droit,  dont 
on  construit  la  ligne  d'intersection  avec  la  surface  proposée.  A  cet 
effet,  on  coupe  par  des  plans  parallèles  à  P^  qui  donnent,  sur  la  sur- 
face du  second  degré,  ayant  ses  génératrices  parallèles  à  Pj,  des 
courbes  du  second  degré  se  projetant  sur  Pj  suivant  leur  vraie 
forme,  et  sur  le  cylindre,  des  courbes  se  projetant  toutes  sur  Pi  sui- 
vant la  base  du  cylindre,  première  projection  de  la  ligne  donnée. 
Les  points  de  rencontre  d'une  telle  courbe  avec  la  base  du  cylindre 
sont  les  premières  projections  de  points  de  la  courbe  demandée.  On 
les  relève  aisément  en  projection  sur  Pg. 

Cas  particulier.  Si  la  ligne  donnée  est  une  droite,  le  cylindre 
auxiliaire  devient  le  premier  plan  projetant  de  la  droite. 

322.  Applications.  I.  —  Construire  les  points  de  rencontre  d'une 
droite  d  avec  un  ellipsoïde^  la  droite  rencontrant  le  grand  axe  normal 

Solution.  On  coupe  l'ellipsoïde  par  le  premier  plan  projetant 
de  d.  On  obtient  une  section  plane  que  l'on  construit  par  points  et 
dont  on  détermine,  à  l'aide  d'une  rotation,  les  points  de  rencontre 
avec  d.  Ces  points  sont  aussi  ceux  où  d  perce  l'ellipsoïde. 

II.  —  Points  de  rencontre  d''une  ligne  d  parallèle  à  Pj  avec  un 
ellipsoïde  à  génératrices  parallèles  à  P^. 

Solution.  Le  plan  parallèle  à  Pj  mené  par  d  coupe  l'ellipsoïde 
suivant  une  ellipse  génératrice. 

Les  points  de  rencontre  de  d  avec  cette  courbe  sont  les  points 
de  rencontre  de  d  avec  l'ellipsoïde. 


LIVRE  VI 


PLANS  TANGENTS  A  PLUSIEURS  SURFACES 
SURFACES  ENVELOPPES-SURFACES  CANAUX 


Chapitre  premier. 

Plans  taagents  à  plusieurs  surfaces. 


323.  Premier  problème  général.  Construire  un  plan  tangent 
à  la  fois  deux  surfaces  quelconques  S  e^  S'. 

Solution  générale.  On  circonscrit  à  chacune  des  deux  surfaces 
un  cylindre,  parallèle  à  une  droite  quelconque  et  touchant  S  et  S' 
respectivement  suivant  les  courbes  C  et  C  (Parallèlement  à  une 
droite  donnée,  construire  tous  les  plans  tangents  à  une  surface 
donnée.)  Tout  plan,  tangent  à  la  fois  à  ces  deux  cylindres,  sera  en 
même  temps  tangent  à  S  et  à  S'  ;  les  points  de  contact  de  ces  plans 
se  trouvent  à  la  rencontre  des  génératrices  touchées  des  cylindres 
circonscrits  avec  les  courbes  de  contact  C  et  C. 

Gomme  la  direction  des  génératrices  de  ces  cylindres  est  arbi- 
traîte,  on  voit  que  les  solutions  sont  en  nombre  indéterminé. 

Soient  (Fig.  165)  un  premier  plan  tangent  T  construit,  a?  et  «* 
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ses  points  de  contact  sur  S  et  S';  a?«'  est  une  ligne  de  T,  donc  une 
tangente  à  la  fois  à  S  et  S. 

Un  deuxième  plan  tangent  T' aura  y  et  y'  pour  points  de  contact 
sur  S  et  S',  et  if  y  sera  une  droite  de  T'  et  tangente  à  la  fois  à  S  et  S'. 

En  considérant  d'autres  plans  T",  T'''^  etc.  ils  auront  2;,  %  etc. 
pour  points  de  contact  sur  S  et  z\  n\  etc.  pour  points  de  contact 
sur  S',  et  contiendront  respectivement  les  lignes  z^ ^  uu\  etc.  tan- 
gentes à  la  fois  aux  deux  surfaces. 

Eu  joignant  les  points  x^  y,  2,  u  etc.  ainsi  que  les  points  x^  f 
z'  v)  etc.  par  des  courbes  tracées  sur  S  et  S',  les  plans  tangents  con- 
tiendront, dans  chacune  de  leurs  positions,  les  tangentes  à  ces 
courbes  aux  points  ip,  ^,  2;,  u  etc.  et  aux  points  a?'  ^'  2'  v!  etc. 

Dès  lors,  on  peut  considérer  les  différents  plans  T,  T',  T"  etc. 
comme  les  différentes  positions  d'un  seul  plan  qui  se  déplace  eu 
s'appuyant  dans  son  mouvement  sur  les  deux  courbes,  et  en  restant 
tangent  à  ces  courbes  dans  chacune  de  ses  positions. 

Or,  nous  savons  (193)  qu'un  tel  plan  engendre  une  surface 
réglée  développable,  que  les  génératrices  de  ces  surfaces  sont  les 
intersections  des  positions  successives,  infiment  voisines  de  ce  plan, 
et  que  celui-ci,  par  conséquent,  dans  chacune  de  ses  positions,  est 
un  plan  tangent  à  la  surface  développable  engendrée. 

Dans  le  cas  qui  nous  occupe,  chacune  des  génératrices  ou  des 
droites  xx\  yy\  zz^  etc.  étant  tangente  à  S  et  à  S',  la  surface  déve- 
loppable sera  circonscrite  à  S  et  à  S'. 

Des  considérations  précédentes,  nous  déduisons  la  solution 
suivante  : 

On  circonscrit  à  S  e^  S'  une  surface  réglée  développable.  Tout  plan 
tangent  à  cette  développable  circonscrite  sera  tangent  à  ^  et  à  S'^  aux 
points  où  la  génératrice  touchée  coupe  les  courbes  de  contact  de  la  déve- 
loppable circonscrite  avec  les  surfaces  inscrites  S  et  S'.  •  t 

Cas  particuliers.  Premier  cas.  —  La  surface  S  est  dévelop- 
pable. 

Le  cylindre  circonscrit  à  S  se  réduit  à  un  ou  plusieurs  plans 
tangents  dont  les  traces,  sur  un  plan  de  projection  quelconque,  sont 
des  droites  <?,  W  etc.  Le  cylindre  circonscrit  à  S'  aura  pour  trace, 
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sur  le  même  plan,  une  courbe  C,  et  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible, il  faudrait  que  les  droites  ^,  ^'  etc.  ou  au  moins  l'une  d'elles 
fussent  tangentes  à  C.  Le  problème  n'est  donc  plus  indéterminé;  il 
admettra  un  certain  nombre  de  solutions. 

Deuxième  cas.  —  Les  deux  surfaces  S  et  S'  sont  développables . 
Les  cylindres  circonscrits  à  S  et  S' deviennent  des  plans  tangents,  les 
traces  de  ces  cylindres  des  droites,  et  le  problème  ne  sera  possible 
que  si  ces  droites  coïncident,  c'est-à-dire  si  les  deux  surfaces  S  et  S' 
ont  des  génératrices  qui  sont  parallèles  ou  qui  se  rencontrent,  donc 
des  génératrices  situées  dans  un  même  plan. 

325.  Cas  généraL  I.  —  Si  S  et  S'  ne  sont  développables  ni 
l'une  ni  l'autre ,  le  problème  est  indéterminé  ,  mais  on  peut  le 
rendre  déterminé  e7i  assignant  un  point  P  par  lequel  doit  passer  le 
plan  tangent  commun. 

Le  problème  est  alors  ramené  à  construire  la  développable  cir- 
conscrite et  à  mener  par  P  un  plan  tangent  à  cette  développable, 
problème  qui  admet,  en  général,  un  nombre  déterminé  de  solutions. 

Dans  la  construction  des  plans  tangents,  on  se  servira  avec 
avantage  du  cône  directeur  de  la  développable  circonscrite. 

IL  —  Dans  certains  cas,  on  peut  exiger  que  le  plan  tangent 
commun  soit  parallèle  à  une  droite  donnée. 

Il  faudrait,  dans  ce  cas,  déterminer  la  développable  circonscrite 
et  mener,  à  cette  surface,  un  plan  tangent  parallèle  à  la  droite  don- 
née. Ce  problème  ne  sera  pas  toujours  possible  mais  quand  il  l'est, 
il  n'admet  qu'un  nombre  déterminé  de  solutions. 

Cône  directeur  d'une  développable.  Pour  mener,  parallèlement  à 
une  droite  donnée,  un  plan  tangent  à  une  développable  quelconque, 
on  construit  le  cône  directeur  de  cette  surface.  A  cet  effet,  on  fait 
passer,  par  un  point  •  quelconque,  des  droites  respectivement  paral- 
lèles à  toutes  les  génératrices  de  la  développable,  leur  ensemble 
constitue  le  cône  directeur.  Parallèlement  à  la  droite  donnée,  on 
mène  un  plan  tangent  à  ce  cône,  On  cherche  les  génératrices  de  la 
développable  circonscrite  qui  sont  parallèles  aux  génératrices  tou- 
chées du  cône  directeur,  et  c'est  par  ces  génératrices  que  passeront 
les  plans  tangents  demandés;  ils  sont  parallèles  à  ceux  du  cône 
directeur. 
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A  chaque  plan  tangent  au  cône  directeur  correspondent  un, 
deux,  trois  ou  plusieurs  plans  tangents  à  la  développable,  suivant 
que  le  cône  directeur  est  simple,  double,  triple  ou  multiple.,  c'est- 
à-dire,  suivant  que  chacune  de  ses  génératrices  sera  parallèle  à  une, 
deux,  trois  ou  plusieurs  génératrices  de  la  développable  circonscrite. 

326.  Second  problème  général.  Construire  un  plan  tangent  à 
s  la  fois  à  trois  surfaces  données  S,  S',  S". 

Solution  générale.  On  construit  une  développable  D  circon- 
scrite aux  surfaces  S  et  S',  et  une  autre  D',  circonscrite  à  S  et  S". 

La  courbe  de  contact  G  de  D  avec  S  et  la  courbe  de  contact  C 
de  D'  avec  S  se  rencontrent  en  des  points  qui  sont  les  points  de 
contact  sur  S  d'un  plan,  tangent  à  la  fois  aux  trois  surfaces. 

Ces  plans  tangents,  déterminés  par  les  génératrices  des  déve- 
loppables  circonscrites  qui  passent  par  ces  points  de  contact,  sont 
tangents  à  la  fois  aux  deux  développables,  vu  que  celles-ci  sont  cir- 
conscrites à  la  même  surface  S. 

327.  S'il  s'agissait  de  mener  un  plan  tangent  à  la  fois  à  quatre 
surfaces  S,  S',  S",  S'"  ou  à  Un  fins  grand  nomlre  de  surfaces,  le  pro- 
blème serait,  le  plus  souvent,  impossible. 

En  effet,  en  construisant  la  développable  circonscrite  à  S  et  S', 
S  et  S",  S  et  S'",  on  aura  sur  S  trois  courbes  de  contact  C,  C,  C",  et 
il  faudrait,  pour  que  le  problème  fut  possible,  que  le  plan  tangent  à 
ces  trois  développables  passe  par  un  seul  et  même  point  d'intersec- 
tion des  trois  courbes  C,  C,  C",  condition  ne  se  présentant  que  rare- 
ment dans  les  applications. 

328.  Applications.  I.  Par  un  point  donné,  mener  un  flan  tan- 
gent à  deux  sphères  (165). 

IL  Mener  un  plan  tangent  à  trois  sphères  (166). 


Chapitre   IL 


Surfaces  enyeloppes.  —  Surfaces  canaux. 


329.  Notions  générales.  —  Définitions.  Une  surface  S  se 
meut  dans  l'espace  suivant  une  certaine  loi  ;  dans  son  mouvement, 
elle  conserve  sa  forme  ou  elle  la  modifie  suivant  une  autre  loi  égale- 
ment connue.  Dans  deux  positions  consécutives  infiniment  rappro- 
chées, ces  surfaces  se  rencontrent  suivant  des  courbes  C,  dont  l'en- 
semble constitue  une  autre  surface  particulière  E. 

La  surface  E  est  la  surface  enveloppe  de  toutes  les  positions  des 
des  premières,  appelées  surfaces  enveloppées. 

Les  lignes  C,  toutes  égales,  lignes  d'intersection  de  deux  posi- 
tions consécutives  des  enveloppées,  se  nomment  les  caractéristiques 
de  l'enveloppe. 

Cette  ligne  C  porte  le  nom  de  caractéristique  parceque  sa  nature 
reste  la  même  pour  toute  une  famille  de  surfaces  enveloppes,  laquelle 
est  caractérisée  par  cette  courbe. 

330.  Propriétés  principales.  L  —  La  surface  enveloppe,  ou 
plus  simplement  V enveloppe,  touche  V enveloppée  suivant  la  caractéris- 
tique ;  c'est-à-dire,  l'élément  de  surface  infiniment  petit  qui  s'étend 
le  long  de  la  caractéristique  appartient  à  la  fois  à  l'enveloppe  et  à 
l'enveloppée. 

II.  —  Si,  en  un  point  de  la  caractéristique,  il  est  possible  de 
mener  un  plan  tangent  à  l'enveloppée,  ce  plan  tangent  est  en  même 
temps  tangent  en  ce  point  à  la  surface  enveloppe. 

L'emploi  que  l'on  fait  des  enveloppes,  dans  certains  arts,  pour 
la  construction  des  surfaces  enveloppées,  nous  impose  d'énoncer 
quelques  propriétés  des  surfaces  développables  et  de  révolution  con- 

19. 
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sidérées  comme  enveloppes  de  certaines  surfaces  enveloppées  que 
nous  nous  proposons  de  trouver. 

Pour  une  étude  approfondie  de  ces  questions,  nous  renvoyons 
aux  excellents  traités  de  Mannheim,  Fiedler  et  /.  de  la  Cfournerie. 


Surfaces  développables. 


331.  Propriété  I.  Une  surface  développalle  est  V enveloppe  des 
différentes  'positions  d''un  plan  qui  se  meut  suivant  une  certaine  loi, 

V enveloppée  d'une  développalle  est  donc  un  plan  et  la  caractérisa 
tique  une  droite. 

Le  plan  peut  se  mouvoir  de  différentes  manières.  La  loi  suivant 
laquelle  se  meut  l'enveloppée  varie  avec  la  nature  de  la  développable 
et  peut  même  varier  pour  chaque  surface  particulière. 

332.  Exemple  I.  Un  plan  roulant  sur  deux  courbes  qu'il 
touche  dans  chacune  de  ses  positions  a  pour  enveloppe  une  déve- 
loppable ;  le  plan  est  constamment  tangent  à  l'enveloppe  le  long  de 
la  caractéristique,  qui  est  une  génératrice  de  la  développable. 

En  effet,  le  plan,  au  point  de  contact  de  l'une  des  courbes,  con- 
tient la  tangente  à  cette  courbe  et  une  génératrice  de  la  dévelop- 
pable, la  caractéristique;  il  est  donc  tangent  à  la  surface  le  long  de 
cette  génératrice. 

Cas  particuliers.  I.  Si  l'une  des  deux  courbes  se  réduit  à  un 
point,  la  développable  enveloppe  devient  un  cône. 

II.  L'enveloppe  devient  un  cylindre  si  le  plan  se  meut  de  ma- 
nière que  les  caractéristiques  soient  parallèles. 

333.  Exemple  II.  Une  surface  développable  peut  encore  être 
considérée  comme  l'enveloppe  des  différentes  positions  d'un  plan 
qui  se  meut,  de  manière  à  rester  constamment  osculateur  à  une 
courbe  fixe  quelconque. 

La  courbe  directrice  deviendra  la  ligne  de  rebroussement  de  la 
développable. 

334.  Exemple  III.  Un  plan  qui  se  meut  de  manière  à  rester 
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constamment  normal  à  une  courbe  quelconque  fixe  a  pour  enveloppe 
une  développable.  Le  plan  est  dit  normal  à  une  courbe  en  un  point  A 
si,  en  ce  point,  il  est  perpendiculaire  à  la  tangente  à  la  courbe  en  A. 
Cas  particuliers.  I.  Si  la  courbe  est  plane,  l'enveloppe  sera 
un  cylindre  dont  les  génératrices  sont  perpendiculaires  au  plan  de 
la  courbe. 

II.  Si  la  courbe  est  une  circonférence  de  cercle,  la  surface  en- 
veloppe se  réduira  à  une  droite  perpendiculaire  au  plan  du  cercle  et 
passant  par  son  centre. 

III.  La  directrice  devenant  une  développante  de  cercle,  l'en- 
veloppe sera  un  cylindre  de  révolution  normal  au  plan  de  la  courbe 
directrice. 

335.  Propriété  II.  Les  cônes  et  cylindns  de  révolution  peuvent 
encore  être  considérées  comme  enveloppes  des  différentes  positions  $une 
sphère. 

Cylindre  de  révolution.  —  Un  cylindre  droit  et  de  révolution 
peut  être  considéré  comme  enveloppe  des  différentes  positions 
d'une  spbère,  de  rayon  constant  et  dont  le  centre  se  meut  sur 
l'axe  du  cylindre. 

La  caractéristique  est,  à  la  limite,  pour  deux  positions  infini- 
niment  rapprochées  de  l'enveloppée,  un  grand  cercle  parallèle  à  P^ 
de  la  sphère,  et  le  contact  de  l'enveloppe  avec  l'enveloppée  a  lieu 
tout  le  long  de  cette  caractéristique. 

En  effet,  au  point  A  (Fig.  166),  et  à  n'importe  quel  point  de  la 
caractéristique  ACB,  le  plan  tangent  à  la  sphère  est  déterminé  par 
la  tangente  en  ce  point  au  parallèle  ACB,  et  la  tangente  au  méridien 
passant  par  ce  point. 

La  tangente  au  méridien  étant  normale  à  Pj,  sera  une  généra- 
trice du  cylindre  et  le  plan  tangent  à  la  sphère  sera  le  même  que 
celui  au  cylindre,  vu  que  l'un  et  l'autre  sont  déterminés  par  les 
mêmes  droites. 

Cône  de  révolution.  —  Un  cône  droit  et  de  révolution  est  l'en- 
veloppe des  différentes  positions  d'une  sphère  dont  le  centre  se  meut 
sur  l'axe  du  cône  et  dont  le  rayon  est ,  à  chaque  instant  du  mouve- 
ment, égal  à  la  distance  de  l'axe  à  la  génératrice  principale  du  cône. 
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La  caractéristique  de  l'enveloppe  sera  une  circonférence  de  petit 
cercle  de  la  sphère  et  le  contact  a  lieu  le  long  de  cette  ligne. 

En  effet,  pour  un  point  quelconque  de  la  caractéristique,  le 
plan  tangent  est  le  même  pour  l'enveloppe  comme  pour  l'envelop- 
pée, ce  qui  prouve  que  les  deux  surfaces  ont  le  long  de  la  caracté- 
ristique un  élément  de  surface  infiniment  petit  commun. 


Surfaces  de  révolution. 


336.  Toute  surface  de  révolution  admet  des  enveloppées  sphé- 
riques,  coniques  ou  cylindriques. 

Premier  cas.  Enveloppées  spliériques.  —  Les  caractéristiques 
sont  des  circonférences  de  cercle. 

Soit  (Fig.  167)  une  sphère  dont  le  centre  se  déplace  sur  XY  et 
dont  le  rayon  se  modifie  suivant  une  certaine  loi.  Supposons,  par 
exemple,  qu'à  chaque  instant  du  mouvement,  ou  qu'à  chaque  posi- 
tion du  centre  de  la  sphère,  le  rayon  de  cette  dernière  soit  égal  à 
l'ordonnée  d'une  certaine  courbe  VZ  dont  les  abscisses  se  comptent 
sur  XY. 

Pour  les  centres  0,  0',  0",  0'"  etc.  nous  aurons  des  rayons 
respectivement  égaux  à  OR,  O'R',  0"R",  0"'R'"  etc. 

Les  sphères  ayant  0,  0',  0",  0'"  pour  centres  et  les  droites 
précédentes  pour  rayons  se  rencontrent  suivant  des  petits  cercles 
perpendiculaires  à  XY  et  engendrés  par  les  points  A,  B,  G  etc. 

Supposons  ces  points  infiniment  voisins  ;  la  courbe  menée  par 
ces  points  sera  l'enveloppe  des  différentes  positions  des  méridiens 
OA,  O'B,  0"C  etc.  des  sphères  0,  0',  0"  etc.  et  cette  courbe,  prise 
pour  méridienne  d'une  surface  de  révolution  dont  XY  est  l'axe, 
engendre  une  surface  qui  touchera  les  sphères  suivant  des  circon- 
férences de  petit  cercle,  qui  sont  celles  suivant  lesquelles  ces  mêmes 
sphères  se  coupent. 

Comme  cette  courbe  méridienne  enveloppe  les  méridiennes  des 
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sphères  aux  points  A,  B,  C  etc.,  les  rayons  AO,  BO'  CO"  etc.  seront 
des  normales  à  la  méridienne  enveloppe. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  toute  surface  de  révolution  est 
l'enveloppe  de  l'espace  parcouru  par  une  sphère  mobile,  dont  le  centre 
se  déplace  sur  l'axe  de  rotation  et  qui  a  pour  rayon  variable  la 
portion  de  chaque  normale  au  méridien  comprise  entre  ce  méridien 
et  Taxe. 

337.  Deuxième  cas.  Enveloppées  coniques.  —  Les  caractéris- 
tiques sont  des  circonférences  de  cercle. 

Soit  (Fig.  168)  XY  la  courbe  méridienne  d'une  surface  de  ré- 
volution. Si,  en  différents  points  A,  B,  C,  D  etc.  de  cette  courbe,  on 
mène  des  tangentes  T,  T',  T"  etc.  et  que  ces  lignes  tournent  avec 
le  méridien  autour  de  Taxe  MM,  les  points  de  contact  décrivent  des 
circonstances  de  cercle,  perpendiculaires  à  cet  axe  et  appartenant  à 
la  fois  à  la  surface  de  révolution  et  aux  cônes  circonscrits  engendrés 
par  ces  tangentes. 

Les  points  de  contact  A,  B,  C,  D  etc.  devenant  très-rapprochés, 
les  circonférences  de  contact  des  cônes  avec  la  surface  de  révolution 
coïncident,  à  la  limite,  avec  les  circonférences  de  rencontre  A',B',C' 
etc.  des  cônes. 

On  voit  que  la  surface  de  révolution  est  l'enveloppe  des  différentes 
positions  d'une  enveloppe  conique^  dont  le  sommet  se  meut  sur  l'axe  de 
rotation,  et  dont  la  génératrice  principale  reste  constamment  tangente 
à  la  méridienne  principale  de  la  surface  de  révolution. 

338.  Troisième  cas.  Enveloppées  cylindriques.  —  La  caracté- 
ristique est  la  courbe  méridienne  de  la  surface  de  révolution. 

Par  tous  les  points  de  la  courbe  méridienne,  menons  des  per- 
pendiculaires au  plan  de  cette  courbe  et  faisons  tourner  le  cylindre 
ainsi  engendré  autour  de  l'axe  de  rotation  de  la  surface  de  révolution. 

L'enveloppe  de  toutes  les  positions j  de  ce  cylindre  sera  la  sur- 
face de  révolution. 

En  effet,  chaque  génératrice  de  ce  cylindre  aura  pour  enveloppe 
de  toutes  ses  positions  un  parallèle  de  la  surface  de  révolution,  et 
deux  positions  infiniment  voisines  du  cylindre  mobile  se  rencontrent 
suivant  le  ^méridien  de  la  surface  donnée.  Le  contact  du  cylindre 
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avec  la  surface  de  révolution  a  lieu  suivant  ce  méridien  qui,  par 
suite,  est  la  caractéristique  de  l'enveloppe. 


Surfaces  canaux. 


339.  Définitions. — Génération. — Propriétés.  —  Une  sphère, 
de  rayon  constant,  se  meut  de  manière  que  le  centre  soit  toujours 
sur  une  ligne  que  nous  supposons  être  parallèle  à  Pj.  Dans  deux 
positions  infiniment  rapprochées,  ces  sphères  se  rencontrent  suivant 
une  circonférence  de  grand  cercle  normale  à  la  courbe.  La  surface 
qui  enveloppe  toutes  les  positions  de  ces  enveloppées  sphériques  Qst 
la  même  que  la  surface  formée  par  la  juxtaposition  de  toutes  ces 
circonférences,  intersections  consécutives  des  enveloppées. 

Cette  surface  enveloppe  particulière  est  donc"  une  espèce  de 
canal  curviligne,  qui  a  pour  axe  la  courbe  directrice  des  centres  de 
la  sphère,  et  dont  toutes  les  sections  normales  à  cet  axe  sont  des  cir- 
conférences de  cercle  de  rayon  constant. 

I.  —  Quelque  soit  la  courbe  directrice,  la  section  normale  d'une 
telle  surface  enveloppe,  appelée  surface  canal,  sera  toujours  une  cir- 
conférence de  cercle. 

IL  —  La  section  normale  est  partout  la  même. 

III.  —  La  section  normale,  circonférence  de  cercle  de  rayon 
constant,  est  la  caractéristique  de  la  surface  canal  et  de  toutes  les 
surfaces  canaux,  lesquelles  ne  changent  de  forme  qu'en  changeant 
celle  de  la  courbe  directrice. 

IV.  —  Le  contact  de  l'enveloppe  avec  l'enveloppée  sphérique  a 
lieu  le  long  de  la  caractéristique  circulaire. 

340.  Surfaces  canaux  particulières. 

I.  Tore.  —  Si  la  directrice  curviligne  est  une  circonférence 
de  cercle,  la  surface  canal  est  un  tore,  une  surface  annulaire. 

II.  Serpentin.  —  La  courie  directrice  est  une  hélice  d'un  cer- 
tain pas  tracée  sur  un  cylindre  droit  et  de  révolution. 

La  sphère,  de  rayon  constant,  dont  le  centre  suit  cette  hélice, 
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aura  pour  enveloppe  de  toutes  ses  positions  une  surface  canal  ap- 
pelée serpentin. 

Toute  section  faite  par  un  plan  normal  à  l'hélice  (normal  à  la 
tangente  et  passant  par  le  point  de  contact,)  est  une  circonférence 
de  grand  cercle  de  l'enveloppée  sphérique. 

Le  serpentin  peut  donc  être  considéré  comme  engendré  par  une 
circonférence  de  cercle  de  rayon  constant,  se  mouvant  de  manière 
que  son  centre  se  trouve  toujours  sur  une  hélice  donnée  et  que  son 
plan  soit  constamment  normal  à  cette  courbe. 

III.  Cylindre  de  révolution.  —  La  courbe  directrice  devenant 
une  ligne  droite,  la  surface  canal  deviendra  un  cylindre  de  révolu- 
tion ayant  la  droite  directrice  pour  axe  de  révolution. 

341.  Surface  canal  à  section  normale  variable.  Soit 
(Fig.  169)  SA  la  génératrice  principale  d'un  cône  droit  et  de  révo- 
lution, sur  lequel  on  a  tracé  une  courbe  rencontrant  les  génératrices 
sous  le  même  angle  (51),  une  espèce  d'hélice  conique  dont  le  com- 
mencement est  en  B. 

Prenons  cette  courbe  pour  directrice  du  centre  d'une  sphère 
mobile  et  de  rayon  variable.  Le  rayon  varie  de  manière  qu'à  chaque 
position  de  la  sphère  celle-ci  soit  comprise  entre  deux  cônes  de 
révolution  de  même  axe  quele  premier,  et  dont  les  génératrices 
principales  SC  et  SD  ont  pour  bissectrice  de  leur  angle  la  géné- 
ratrice SA. 

La  surface  enveloppe  formera  encore  une  espèce  de  canal,  à 
sections  normales  variables  ;  la  caractéristique  est  une  circonférence 
de  cercle,  dont  le  rayon  décroît  graduellement  depuis  BR  en  B 
jusqu'à  zéro  en  S. 

Cette  surface  est  constamment  touchée  par  les  deux  cônes 
SC  et  SD. 


LIVRE  VII 


Problèmes  et  Exercices  C). 


I.  Concours  d'agrégation  des  sciences  mathématiques. 

(*895).  —  f .  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  —  Plus  courte 
distance  de  deux  droites. 

«.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontrent. 

3.  Pénétration  des  polyèdres. 

(««»«).  —  4.  Intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se 
rencontrent. 

5.  Une  sphère  opaque,  posée  sur  le  plan  horizontal,  est  éclairée  par  deux 
points  lumineux  {a,a'  et  6,6')  (**).  On  demande  les  projections  des  ombres  propres 
de  la  sphère  et  les  ombres  portées  sur  le  plan  horizontal.  (Cônes  circonscrits  à  la 
sphère  ayant  (a,a')  et  {b,b')  pour  sommets.  —  Traces  horizontales  de  ces  cônes). 

Données.  —  La  sphère  a  10  centimètre  de  diamètre  ;  elle  est  posée  sur  le 
plan  horizontal  en  un  point  0  situé  à  9  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 
Le  point  a  est  situé  à  9  centimètres  en  avant  de  la  ligne  de  terre  et  à  12  centi- 
mètres à  gauche  des  points.  Le  point  a'  est  sur  la  ligne  de  rappel  menée  par  le 
point  a  et  à  10  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre. 

La  ligne  bb'  est  à  24  millimètres  à  droite  de  aa^,  le  point  b  sur  la  ligne  de 
terre  et  le  point  6'  à  5  centimètres  au-dessus  du  point  b. 

(*)  Problèmes  et  Epures  proposés  aux  Concours  et  Examens  d'admission  aux 
grandes  Ecoles  nationales  françaises, 

(")  Une  lettre  accentuée  a\  b',  etc.  indique  la  projection  verticale  d'un 
point  a,  b,  etc.  dont  la  projection  horizontale  est  marquée  par  a,  b,  etc.  Les 
énoncés  sont  établis  dans  l'hypothèse  de  deux  plans  de  projection  particuliers  : 
P,  sera  le  plan  de  projection  horizontal,  Pî  le  plan  de  projection  vertical,  l'axe 
de  projection  sera  la  ligne  de  terre,  etc. 
Breithof.  Géom.  descript.  I.  20 
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(I8*'ï).  —  6.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas  où  la 
section  a  des  branches  infinies. 

9.  Epure.  —  Etant  données  un  paraboloïde  de  révolution  P  dont  l'axe  est 
vertical,  et  une  droite  D  qui  rencontre  cet  axe,  on  coupe  la  surface  P  par  des 
plans  horizontaux,  et  l'on  transporte  chaque  section  dans  son  plan,  de  manière 
que  son  centre  vienne  se  placer  sur  la  droite  D  :  on  obtient  ainsi  une  surface  S. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  mener  le  plan  tangent  à  la  surface  S  en  un  point  de  la  surface  dont 
la  projection  verticale  m'  est  donnée  ; 

2°  De  construire  l'intersection  des  surfaces  P  et  S, 

Données.  —  Le  sommet  du  paraboloïde  P  est  à  7  centimètres  en  avant  de  la 
ligne  de  terre  (on  le  placera  à  10  ou  12  centimètres  du  bord  droit  de  la  feuille). 

Le  foyer  de  la  parabole  méridienne  est  à  1  centimètre  au-dessus  du  sommet. 

La  droite  D  est  parallèle  au  plan  vertical  ;  sa  trace  horizontale  est  à  7  centi- 
mètres en  avant  de  la  ligne  de  terre,  et  à  5  centimètres  à  gauche  du  sommet  du 
paraboloïde  P. 

La  projection  verticale  fait  un  angle  de  60°  avec  la  partie  droite  de  la  ligne 
de  terre. 

Le  point  w'  est  à  9  centimètres  au-dessus  de  la  ligne  de  terre,  et  à  45™i"  à 
gauche  de  la  projection  verticale  de  l'axe  du  paraboloïde. 

(18*8).  —  8.  Construire  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  ellipsoïde  dont 
l'axe  moyen  est  vertical. 

Données.  —  Le  centre  (0,  0')  de  la  sphère  se  projette  horizontalement  à 
0'",07  en  avant  du  plan  vertical  et  verticalement  à  0'",075  au-dessus  du  plan 
horizontal. 

Le  centre  (c,  c')  de  l'ellipsoïde  se  projette  horizontalement  à  0'",08  en  avant 
du  plan  vertical  et  verticalement  à  0'",07  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Les  lignes  de  rappel  (0,  0')  (c,  c')  sont  distantes  de  0™,04, 

Le  rayon  de  la  sphère  est  de  Ç)^,OQ. 

L'axe  moyen  de  l'ellipsoïde,  lequel  est  vertical,  a  0'",14. 

Le  grand  axe  a  Q^,\Q  ;  il  fait  un  angle  de  45  degrés  avec  le  plan  vertical  de 
projection  (son  sommet  le  plus  rapproché  du  plan  vertical  est  celui  qui  est  le 
plus  éloigné  de  la  sphère). 

Le  petit  axe  a  0'",12. 

Pour  distinguer  les  parties  de  l'intersection  qui  sont  vues  de  celles  qui  sont 
cachées,  on  supposera  l'ellipsoïde  enlevé. 

(18»»). — ».  Intersection  d'un  paraboloïde  hyperbolique  et  d'un  hyperboloïde 
de  révolution  à  une  nappe,  les  deux  surfaces  ayant  une  génératrice  commune. 

La  ligne  de  terre  est  parallèle  au  petit  côté  du  cadre  et  à  0™,17  au-dessus 
du  bord  supérieur. 

Hyperboloïde.  —  L'axe  est  vertical,  et  sa  projection  verticale  est  au  milieu 
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de  la  feuille;  sa  projection  horizontale  0  est  à  IIB™"»  de  la  ligne  de  terre.  Le 
cercle  de  gorge  est  à  80™"^  au-dessus  du  plan  horizontal,  son  rayon  est  40™"». 
La  trace  de  l'hyperboloïde  sur  le  plan  horizontal  est  un  cercle  de  rayon  égal 
à  110™». 

Paraboloïde.  —  Il  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal  et  pour  direc- 
trices : 

1°  La  génératrice  ab,  a'b'  de  l'hyperboloïde,  dont  la  trace  horizontale  est 
sur  la  parallèle  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le  point  0,  et  à  gauche  de  ce  point, 
et  dont  le  point  de  rencontre  avec  le  cercle  de  gorge  est  derrière  le  plan  de  front 
mené  par  l'axe  ; 

2°  La  verticale  menée  par  un  point  0  du  plan  horizontal  situé  derrière  le 
plan  de  front  mené  par  l'axe,  et  distant  de  44™™  du  point  A  et  de  68™™  du 
point  0. 

On  représente  ce  qui  reste  de  l'hyperboloïde  quand  on  enlève  tout  ce  qui  est 
au-dessus  de  la  surface  du  paraboloïde. 

(1880),  —  «o.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  paraboloïde  hyperbolique 
ayant  une  générati'ice  commune. 

Données.  —  Cône.  —  La  base  du  cône  est  un  cercle  situé  dans  le  plan  hori- 
zontal et  ayant  pour  centre  le  point  0. 

Distance  du  centre  0  au  bord  droit  du  cadre  =  0^,100 
Distance  OB  du  centre  0  à  la  ligne  de  terre  =  0™  ,095 
Rayon  du  cercle  =  0'n,080. 
Le  sommet  est  projeté  horizontalement  en  S,  sur  le  diamètre  du  cercle  de 
base  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  et  verticalement  en  un  point  S' tel  que  S'a, 
distance  à  la  ligne  de  terre  =  0™,130. 

Paraboloïde.  — 11  a  pour  plan  directeur  le  plan  horizontal,  pour  directrices  : 
1°  La  verticale  OBC  passant  par  le  centre  0  du  cercle  base  du  cône  ; 
2°  La  génératrice  SA  du  cône  dont  la  projection  horizontale  fait  avec  la 
ligne  de  terre  un  angle  de  30°. 

On  limitera  le  cône  au  plan  horizontal  de  projection  et  à  un  second  plan 

horizontal  situé  au-dessus  du  sommet  S,  à  une  distance  de  ce  point  égale  à  0™,045. 

On  devra  construire  le  point  de  la  section  situé  sur  la  génératrice  commune 

SA,  le  point  où  la  projection  verticale  de  cette  section  rencontre  son  asymptote, 

ainsi  que  la  tangente  en  ce  point. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  cachées,  on  regardera  le  cône 
comme  solide,  et  on  supposera  le  paraboloïde  enlevé. 

Les  candidats  joindront  à  l'épure,  sur  une  feuille  séparée,  une  explication 
sommaire  de  la  méthode  employée  et  des  constructions  effectuées. 

Leçons  à  donner.  —  *i.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  dans  le  cas 
où  la  courbe  d'intersection  a  des  branches  infinies. 

i«.  Par  une  droite,  mener  un  plan  tangent  à  un  hyperboloïde  de  révolution 
à  une  nappe. 
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•  a.  Section  plane  de  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe,  dans  le  cas 
où  la  courbe  est  une  hyperbole. 

*■•.  Distance  d'un  point  à  un  plan,  à  une  droite.  —  Plus  courte  distance  de 
deux  droites. 

(1881).  —  15.  On  donne  un  axe  vertical  {o,ofz')  et  un  second  axe  {cd,  c'd') 
parallèle  au  plan  vertical  et  qui  rencontre  le  premier  ;  on  donne  en  outre  une 
droite  de  front  (ab,  a'b'). 

La  droite  {ab,  a'b'),  en  tournant  autour  de  l'axe  (o,o'^').  engendre  un  hyper- 
boloïde  H  ;  cette  même  droite,  en  tournant  autour  de  l'axe  {cd,  c'd'),  engendre 
un  second  hyperboloïde  H'. 

On  demande  de  construire  la  courbe  d'intersection  des  deux  hyperboloïdes 
et  la  tangente  en  un  de  ses  points. 

Pour  distinguer  les  parties  vues  des  parties  cachées,  on  supposera  que  l'hy- 
perboloïde H  est  ealevê,  et  que  l'hyperboloïde  H'  est  une  surface  transparente. 

(188»). —  lo.  Dans  un  plan  PaP',  perpendiculaire  au  plan  vertical,  et  faisant 
un  angle  ?  avec  le  plan  horizontal,  on  décrit  une  circonférence  sur  la  portion 
AB  de  la  trace  horizontale  aP  prise  comme  diamètre.  Construire  la  surface  en- 
gendrée par  ce  cercle  tournant  autour  d'un  axe  vertical,  dont  la  projection  hori- 
zontale C  divise  le  diamètre  AB  en  deux  parties  telles  que 

AC  —  CB 
ÂCTCB==^^^^- 

Pour  représenter  les  projections  du  corps  ainsi  engendré,  on  supposera  que 
la  partie  située  au-dessus  de  PaP'  a  été  supprimée.  (Epure  à  main  levée). 

II.  Concours  d'admission  à  Técole  navale. 

1*.  Dans  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre,  incliné  de  30  degrés  sur  le 
plan  horizontal,  on  construit  un  rectangle  dont  les  côtés  ont  une  longueur  de  8 
et  10  centimètres;  un  des  grands  côtés  étant  placé  sur  la  ligne  de  terre,  on 
imagine  deux  sphères  ayant  pour  diamètre  les  deux  grands  côtés  du  rectangle, 
et  l'on  demande  les  traces  du  plan  du  petit  cercle,  intersection  de  ces  deux 
sphères,  et  sa  projection  horizontale  (1874). 

18.  Un  plan,  incliné  de  60  degrés  sur  le  plan  horizontal,  passe  par  une 
droite  située  dans  ce  dernier  plan  et  faisant  un  angle  de  30  degrés  avec  la  ligne 
de  terre.  Dans  le  plan  incliné,  on  décrit  un  triangle  équilatéral  dont  le  côté  a 
5  centimètres,  un  des  côtés  parallèle  à  la  trace  horizontale  étant  placé  à  4  centi- 
mètres de  cette  trace.  Un  tétraèdre  a  pour  base  ce  triangle  et  pour  hauteur 
10  centimètres  comptés  sur  la  perpendiculaire  au  plan,  menée  par  le  centre  du 
triangle. 

Les  candidats,  après  avoir  fait  les  projections  du  tétraèdre,  indiqueront  la 
suite  des  constructions,  sans  les  démontrer,  et  les  parties  invisibles  sur  les  deux 
plans  de  projection  (1875). 
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*9.  On  donne  un  plan  PaP',  dont  la  trace  horizontale  aP  fait  un  angle  de 
30  degrés  avec  la  ligne  de  terre.  Le  plan  est  incliné  de  53  degrés  sur  le  plan 
vertical.  On  donne  un  point  A  dans  ce  plan,  distant  de  0'»,02  du  plan  horizontal, 
et  de  0,03  du  plan  vertical.  Ce  point  est  le  centre  de  la  base  d'un  cône  droit, 
située  dans  la  partie  supérieure  du  plan,  et  dont  le  rayon  est  de  0^,03. 

La  hauteur  du  cône  est  donnée  égale  à  0™,12.  Construire  les  projections  du 
cône  (1876). 

«o.  Trois  points  A,  B,  C,  du  premier  dièdre  sont  dans  des  plans  de  profil, 
distants  de  2  centimètres  pour  les  points  A  et  B,  et  de  6  centimètres  pour  les 
points  B  et  C.  Le  point  A  est  distant  de  3  centimètres  du  plan  horizontal  et  de 
1  centimètre  du  plan  vertical  ;  le  point  B  est  distant  de  6  centimètres  du  plan 
horizontal  et  de  3  centimètres  du  plan  vertical  ;  le  point  C  est  distant  de  3  centi- 
mètres du  plan  horizontal  et  de  2  centimètres  du  plan  vertical.  Déterminer  les 
traces  du  plan  qui  passe  par  les  deux  points  A  et  B,  et  est  distant  de  3  centi- 
mètres du  point  C.  Mesurer  et  donner  l'angle  de  ce  plan  avec  le  plan  déterminé 
par  les  trois  points  donnés  (1877). 

«1.  Etant  donnés  un  point  {a,  a')  et  une  droite  (pB,  qB'),  dont  les  positions 
sont  déterminées  comme  suit  : 
Aa  =  0ra,020,  ap  =  0™  ,0035,  angle  P  de  pB  avec  la  ligne  de  terre  =  56°,30, 
A'a  =  0m,050,  aq  =  Q^  ,0155,  angle  Q  de  qB'    ^         »  «.         =  60°, 

1^  Mener  par  le  point  (a,  oJ)  une  droite  (XX')  perpendiculaire  à  (B,  B')  et 
faisant  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  cp  =  49°  ; 

2°  Construire  la  plus  courte  distance  de  la  droite  (B,  B')  à  la  droite  (X,  X')  ; 

3"  Construire  sur  cette  plus  courte  distance  et  sur  les  deux  droites  (B,  B') 
(X,  X')  un  parallèlipipède  rectangle,  dont  les  côtés,  pris  respectivement  le  long 
de  (B,  B')  et  de  (X,  X'),  aient  pour  longueurs  O-^jOSO  et  0'",035. 

Remarque.  Le  problème  admet  plusieurs  solutions  ;  on  choisira  celles  des 
droites  (X,  X')  qui  est  la  moins  inclinée  sur  le  plan  horizontal,  et  pour  parallèli- 
pipède celui  qui  est  le  plus  en  haut  et  à  gauche  (1880). 

««.On  donne  un  plan  formant  un  angle  de  39°  avec  le  plan  horizontal  et 
dont  la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  53°  avec  la  ligne  de  terre.  Trouvez  les 
projections  d'une  pyramide  régulière  dont  la  base  est  un  hexagone  régulier 
ayant  son  centre  et  le  milieu  d'un  des  côtés  sur  la  trace  du  plan.  Cet  hexagone 
est  situé  dans  le  plan;  la  hauteur  de  la  pyramide  est  0™, 15,  le  côté  de  l'hexagone 
a  0™03,  et  le  sommet  de  la  pyramide  est  dans  le  second  dièdre.  On  cherchera 
la  projection  de  la  section  par  le  plan  bissecteur  du  premier  dièdre  (1881). 

«3.  On  donne  un  point  H  dans  le  plan  horizontal,  à  0™,04  de  la  ligne  de 
terre,  et  un  point  V  dans  le  plan  vertical,  éloigné  de  la  ligne  de  terre  de  0^  ,06  ; 
on  donne  la  longueur  de  la  droite  H V  de  l'espace,  longueur  qui  est  de  O™  ,107. 
Mener  par  cette  droite  un  plan  faisant  un  angle  de  50  degrés  avec  le  plan  bis- 
secteur du  premier  dièdre  (1882). 
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III.  Concours  d'admission  à  l'école  spéciale  militaire  de  St-Cyr. 

EPURES  PROPOSÉES. 

«4.  Une  pyramide  régulière  SABC...  à  base  octogonale  s'appuie  par  cette 
base  sur  le  plan  horizontal,  de  manière  que  le  côté  AB,  placé  à  gauche,  est  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre.  Chaque  côté  de  la  base  est  de  0"',037,  et  chaque 
arête  latérale  est  de  0™,119.  Par  le  sommet  S  on  mène  une  parallèle  à  la  ligne 
de  terre,  et  l'on  prend,  à  droite,  sur  cette  parallèle,  une  longueur  ST  égale  à 
R  X  2,60  (R  étant  le  rayon  du  cercle  circonscrit  à  un  polygone  de  base  ABC). 
On  joint  le  point  T  aux  sommets  A,  B,  C,  de  manière  à  former  une  seconde 
pyramide  TABC  de  même  base  que  la  première.  Cela  posé,  on  demande  de  con- 
struire : 

1°  Les  projections  de  ces  deux  pyramides  (distinguer  les  parties  visibles  et 
invisibles)  ; 

2°  Les  projections  de  la  sphère  circonscrite  à  la  pyramide  SABC,  ainsi  que 
celles  du  point  (autre  que  le  point  C)  où  cette  sphère  est  rencontrée  par  l'arête 
TC  de  la  pyramide  TABC  (1868). 

«5.  1°  Un  prisme  droit  a  pour  base  un  hexagone  régulier.  Le  côté  de  la  base 
est  de  Qm  ,031  et  la  hauteur  du  prisme  est  quintuple  du  côté  de  la  base.  Une  face 
latérale  coïncide  avec  le  plan  horizontal  de  projection  ;  les  arêtes  latérales  font 
avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  30°.  On  demande  de  construire  les  deux  pro- 
jections de  ce  prisme. 

go  Soit  0  le  point  milieu  de  celle  des  deux  arêtes  latérales  supérieures  qui 
est  le  plus  en  avant  du  plan  vertical  de  projection.  Considérez  les  points  situés 
sur  les  arêtes  latérales  et  qui  sont  à  la  même  distance  du  point  0,  distance  égale 
au  double  du  côté  de  la  base  ;  joignez  chacun  de  ces  points  au  point  voisin  situé 
sur  l'arête  suivante  ;  vous  obtiendi'ez  ainsi  une  ligne  polygonale  tracée  sur  la 
surface  du  prisme.  On  demande  de  construire  les  projections  de  cette  ligne  (1869). 

«o.  Une  pyramide  régulière  SABCDEF  a  pour  base  un  hexagone  régulier. 
Chaque  arête  égale  0™,127,  chaque  côté  de  la  base  égale  0ra,053.  La  face  latérale 
SAB  est  appliquée  sur  le  plan  horizontal  de  projection  de  lïianiére  que  AB  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  et  le  point  A  plus  prés  de  cette  ligne  que  le 
point  B.  On  demande  de  construire  : 

1°  Les  projections  de  cette  pyramide  ; 

2°  Les  projections  d'une  seconde  pyramide  régulière  de  même  base  que  la 
première,  et  dont  les  arêtes  latérales  sont  les  2/3  de  celles  de  la  première,  le 
sommet  de  cette  seconde  pyramide  étant  placé  au  delà  de  la  base  commune  par 
rapport  au  sommet  S. 

3°  Les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  dans  l'ensemble 
des  deux  pyramides  par  un  plan  vertical  mené  par  le  point  B  et  le  point  situé 
aux  2/3  de  l'arête  SA  à  partir  du  point  S  (1870). 
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«*.  Une  pyramide  triangulaire  SABC  a  sa  base  ABC  appliquée  sur  la  partie 
antérieure  du  plan  horizontal.  L'arête  AB  est  parallèle  a  la  ligne  de  terre  et  le 
sommet  C  en  avant  de  AB.  On  donne  :  AB  =  AC  =  0m,116;  BC=:0m,l47;  SA= 
SB  =  se  =  0™  ,104.  On  demande  de  construire  : 

1°  Les  projections  de  la  pyramide  ; 

2°  Les  projections  de  la  section  faite  par  un  plan  perpendiculaire  à  l'arête 
SA,  mené  par  le  point  de  cette  arête,  situé  au  quart  de  sa  longueur  à  partir  du 
sommet  S. 

3°  Les  projections  des  points  situés  sur  l'arête  SA,  d'où  l'on  voit  l'arête  BC 
sous  un  angle  droit  (1872). 

«8.  Deux  cônes  circulaires  droits  et  égaux  ont  même  sommet  S  et  se  tou- 
chent extérieurement  suivant  la  génératrice  SA,  de  manière  à  adhérer  l'un  à 
l'autre;  le  rayon  de  base  égale  0m,038  et  la  génératrice  est  double  du  rayon;  la 
base  de  l'un  des  cônes  est  appliquée  sur  la  partie  antérieure  du  plan  horizontal, 
sa  circonférence  touchant  la  ligne  de  terre  et  la  génératrice  SA  est  parallèle  au 
plan  vertical  de  projection.  On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  solide  formé  par  l'ensemble  des  deux 
cônes  ; 

2°  De  construire  la  partie  invisible  du  plan  vertical  de  projection,  supposé 
relevé,  l'œil  étant  placé  sur  la  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  menée  par  le 
point  A  et  à  une  distance  en  avant  de  cette  ligne  de  terre  égale  à  deux  fois  le 
diamètre  de  base  de  l'un  des  cônes. 

Ombrer  la  partie  invisible  demandée,  sans  y  comprendre  la  projection  ver- 
ticale des  cônes  (1873). 

*9.  Un  cylindre  circulaire  droit  a  sa  base  appliquée  sur  le  plan  horizontal. 
La  circonférence  de  cette  base  est  tangente  à  la  ligne  de  terre  et  son  rayon  est 
de0°»,040j  la  hauteur  du  cylindre  égale  le  rayon  de  base.  Un  cône  circulaire 
droit  de  même  base  et  de  même  hauteur  que  le  cylindre  est  superposé  à  ce  der- 
nier de  manière  que  la  base  du  cône  coïncide  avec  la  base  supérieure  du  cylindre. 
La  génératrice  SA  du  cône  (le  sommet  étant  S)  est  parallèle  au  plan  vertical. 
On  demande  de  construire  : 

1°  Les  projections  de  l'ensemble  des  deux  solides  ; 

2°  Les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  par  un  plan  per- 
pendiculaire à  la  génératrice  SA  en  son  milieu  ; 

3°  Les  parties  du  plan  horizontal  de  projection  cachées  par  l'ensemble  des 
deux  solides,  l'œil  étant  placé  sur  la  verticale  du  point  A  au-dessus  de  ce  point 
à  une  hauteur  égale  aux  5/3  de  R  (1874). 

30.  Un  tronc  de  cône  droit  s'appuie  par  sa  grande  base  circulaire  sur  le  plan 
horizontal  de  projection.  Le  rayon  R  de  cette  grande  base  vaut  70  millimètres, 
et  son  centre  C  est  à  une  distance  de  80  millimètres  de  la  ligne  de  terre.  L'arête 
latérale  du  tronc  a  une  longueur  égale  au  rayon  R  et  fait  un  angle  de  45  degrés 
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avec  le  plan  horizontal.  Dans  l'intérieur  de  ce  tronc  de  cône,  et  sur  le  même  axe, 
est  placé  un  petit  cône  renversé,  dont  le  sommet  est  au  point  C,  et  dont  la  base 
coïncide  avec  la  base  supérieure  du  tronc. 

Soit  AB  l'arête  latérale  du  tronc  de  cône,  qui  est  parallèle  au  plan  vertical 
de  projection,  le  point  A  étant  sur  la  grande  base  et  le  point  B  sur  la  petite  base. 

On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  l'ensemble  des  deux  corps  ; 

2"  De  construire  les  projections  des  sections  faites  dans  les  deux  corps  par 
un  plan  perpendiculaire  à  l'arête  AB,  au  point  B  ; 

3°  De  mener,  par  le  point  où  la  verticale  du  point  A  perce  le  plan  sécant, 
une  tangente  à  la  section  faite  dans  le  petit  cône  ; 

4°  De  trouver  le  point  où  cette  tangente  perce  le  tronc  de  cône  (1875). 

s*.  Une  pyramide  triangulaire  SABC  repose  par  sa  base  ABC  sur  le  plan 
horizontal  de  projection.  Le  triangle  ABC  est  équilatéral  ;  son  sommet  A,  le  plus 
rapproché  de  la  ligne  de  terre,  est  à  une  distance  de  gôinn»  de  cette  ligne,  et  le 
côté  AB  fait  avec  ladite  ligne  de  terre  un  angle  de  45  degrés.  Le  côté  du  triangle 
équilatéral  a  une  longueur  de  90  millimètres,  et  les  trois  arêtes  SA,  SB,  SC  de 
la  pyramide,  dont  S  est  le  sommet,  ont  les  longueurs  suivantes,  savoir  :  SA  — 

lOOmm.,  SB  =  86«»m.,  SC  =  QEmni. 

Cela  posé,  on  demande  : 

l»  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2°  De  circonscrire  une  sphère  à  cette  pyramide  ; 

3"*  De  mener,  parallèlement  à  la  face  SAC  de  la  pyramide,  un  plan  tangent 
à  la  sphère  (1876). 

38.  On  donne  un  point  S  dans  l'espace,  situé  à  45  millimètres  au-dessus  du 
plan  horizontal  et  à  60  millimètres  en  avant  du  plan  vertical  de  projection.  Ce 
point  est  le  sommet  de  deux  cônes  droits  à  base  circulaire.  Le  premier  de  ces 
deux  cônes  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  son  axe  est 
en  conséquence  vertical  ;  le  second  cône  a  son  axe  perpendiculaire  au  plan  ver- 
tical d«  projection  contre  lequel  il  s'appuie  par  sa  base.  Le  rayon  de  base  de 
chacun  de  ces  deux  cônes  est  de  36  millimètres.  —  On  donne  aussi  un  point  0, 
situé  sur  l'axe  du  second  cône  entre  la  base  et  le  sommet  S  et  à  17  millimètres 
de  ce  sommet. 

Cela  posé  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  l'ensemble  des  deux  corps  ; 

2"  De  mener,  par  le  point  0,  un  plan  vertical  faisant  un  angle  de  45°  avec 
le  plan  vertical  de  projection  et  de  construire  les  projections  des  sections  faites 
dans  les  deux  cônes  par  ce  plan  ; 

3°  De  mener,  par  l'un  des  points  où  la  trace  horizontale  du  plan  sécant 
rencontre  la  base  du  premier  cône,  un  plan  tangent  à  ce  premier  cône  ; 

4°  Enfin  de  mener  un  plan  tangent  au  second  cône  perpendiculairement  à 
ce  premier  plan  tangent  (1877). 
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33.  On  donne  un  plan  PaP'  dont  les  traces  font  avec  la  ligne  de  terre  XY 
des  angles  PaX  =  45°  et  P'aX  =  36'^  (le  point  a  étant  situé  à  droite  et  à 
100mm  du  point  m,  milieu  de  la  ligne  de  terre).  On  donne  en  outre  un  point  S 
situé  dans  le  plan  PaP',  à  42mm  en  avant  du  plan  vertical  de  projection  et  à 
45mm  au-dessus  du  plan  horizontal.  Ce  point  S  est  le  sommet  d'un  tétraèdre 
SABC  qui  s'appuie  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  L'angle 
solide  S  est  trirectangle  ;  le  plan  de  la  face  SAB  du  tétraèdre  est  parallèle  à  la 
ligne  de  terre  et  la  face  SBC  est  située  dans  le  plan  PaP'. 

Cela  posé,  on  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  du  tétraèdre  ; 

2°  De  prendre  les  points  0  et  I,  milieux  des  arêtes  opposées  AC  et  SB,  et 
de  tirer  la  droite  01  ; 

3°  De  mener,  par  cette  droite  01,  un  plan  faisant  un  angle  de  33''  avec 
l'arête  SB  ; 

4°  De  construire  les  projections  de  la  section  faite  dans  le  tétraèdre  par 
ce  plan  (1878). 

34.  On  donne  un  plan  PaP'  incliné  de  40°  sur  le  plan  horizontal,  et  dont  la 
trace  horizontale  fait  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  36°.  Un  cercle,  situé  sur 
ce  plan,  dans  le  premier  dièdre,  est  tangent  aux  deux  traces  aP  et  aP',  et  a  pour 
diamètre  Qm  ,054.  Ce  cercle  est  la  base  d'un  cône  droit,  situé  au-dessus  du  plan 
PaP',  et  dont  la  hauteur  ^  0m,l08.  On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  ce  cône  ; 

2°  De  trouver  les  points  de  rencontre  de  ce  cône  avec  la  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  menée  par  le  milieu  de  la  hauteur  ; 

3°  De  mener  le  plan  tangent  au  cône  par  le  point  de  rencontre  situé  à  droite. 

35.  La  base  ABC  d'une  pyramide  SABC  est  parallèle  au  plan  horizontal  de 
projection,  au-dessus  de  ce  plan,  et  à  une  distance  de  24  millimètres.  Le  côté 
BC,  parallèle  à  la  ligne  de  terre,  égale  113  millimètres  et  est  éloigné  du  plan 
vertical,  en  avant,  de  15  millimètres.  Les  côtés  AC  et  AB  valent  respectivement 
101  millimètres  et  76  millimètres.  Le  triangle  SAC  est  isoscéle  ;  les  angles  égaux 
SAC  et  SCA  valent  chacun  62°,  enfin  l'arête  SB  égale  112  millimètres. 

On  demande  : 

1°  De  construire  les  projections  de  la  pyramide  ; 

2°  De  déterminer  les  projections  du  centre  o  de  la  sphère  circonscrite  à  la 
pyramide  ; 

3°  De  déterminer  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  que  fait 
dans  la  pyramide  le  plan  mené  par  le  point  o  parallèlement  aux  deux  arêtes 
opposées  AC  et  SB  (1882). 


20. 
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EXAMENS  ORAUX.  —  QUESTIONS  PROPOSÉS. 

3C.  On  donne  les  traces  d'un  plan  et  les  projections  d'une  droite,  trouver 
leur  angle. 

a*.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  dont  on  donne  les  traces.  —  Examiner  le 
cas  où  les  deux  plans  passent  par  un  même  point  de  la  ligne  de  terre. 

38.  Trouver  l'angle  d'une  droite  avec  le  plan  horizontal. 

30.  Trouver  l'angle  de  deux  droites  dont  on  donne  les  projections. 

Examiner  le  cas  où  l'une  des  droites  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

40.  Les  projections  de  deux  droites  qui  se  coupent  étant  données,  trouver 
l'angle  de  ces  deux  droites. 

Examiner  le  cas  où  les  projections  horizontales  des  deux  droites  se  con- 
fondent. 

41.  On  a  les  projections  d'une  droite  et  celles  d'un  point.  Mener  par  le 
point  une  seconde  droite  faisant  un  angle  donné  avec  la  droite  donnée. 

4».  Trouver  l'angle  de  deux  droites  qui  se  coupent  sur  la  ligne  de  terre. 

43.  Par  une  droite  dont  on  donne  les  projections,  faire  passer  un  plan  qui 
fasse  un  angle  déterminé  avec  le  plan  horizontal  de  projection. 

44.  Trouver  l'angle  de  deux  plans. 

Examiner  le  cas  où  l'un  des  plans  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

45.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  dont  les  traces  se  coupent  sur  la  ligne 
de  terre. 

4©.  On  donne  les  projections  d'une  droite  et  celles  d'un  point,  trouver  la 
distance  du  point  à  la  droite. 

•  Angles  d'une  droite  avec  les  plans  de  projection. 

4*.  Trouver  la  distance  d'un  point  à  un  plan  donné  par  ses  traces. 

49.  Etant  données  les  projections  de  trois  points,  trouver  les  projections  du 
cercle  qui  passe  par  ces  trois  points. 

4».  Etant  données  les  trois  faces  d'un  angle  trièdre,  construire  les  angles 
dièdres. 

sa.  Etant  données  la  base  d'une  pyramide  triangulaire  dans  le  plan  hori- 
zontal, deux  arêtes  et  la  hauteur  de  la  pyramide,  construire  les  projections  de 
cette  pyramide. 

Le  problème  est-il  possible  ? 

54.  On  donne  les  projections  d'une  sphère  et  la  projection  horizontale  d'un 
point  de  cette  sphère  ;  trouver  la  projection  verticale  de  ce  point. 

»».  Etant  données  les  projections  d'une  sphère  et  celles  d'une  droite  qui 
rencontre  la  sphère,  trouver  les  projections  des  points  de  rencontre. 

53.  Inscrire  une  sphère  dans  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  est  sur 
le  plan  horizontal. 

54.  Etant  données  les  projections  d'un  cône  et  d'un  point  extérieur,  quelles 
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seraient  les  parties  du  plan  vertical  et  du  plan  horizontal  cachées  par  le  cône  à 
un  observateur  qui  aurait  l'œil  au  point  donné  ? 

55.  On  donne  les  projections  d'un  cône  droit.  Mener  un  plan  tangent  à  ce 
cône  par  un  point  pris  hors  du  cône. 

5«.  On  coupe  un  cône  dont  la  base  se  trouve  sur  le  plan  horizontal  de  pro- 
jection, par  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical;  déterminer  la  section. 

59.  On  coupe  une  pyramide  triangulaire  dont  la  base  est  située  sur  le  plan 
horizontal,  par  un  plan  qui  fait  un  angle  a  avec  le  plan  horizontal.  Déterminer 
la  section. 

IV.  Concours  d'admission  à  l'École  Centrale. 

EPURES  PROPOSÉES. 

58.  Trouver  la  projection  horizontale  et  la  projection  verticale  de  l'inter- 
section de  deux  cônes  A  et  B  définis  de  la  manière  suivante  : 

La  base  du  cône  A  est  un  cercle  horizontal  dont  le  centre  est  situé  sur  la 
ligne  de  terre  et  dont  le  rayon  est  de  0^  .05.  Son  sommet  élevé  de  0™  ,20  au-dessus 
du  plan  horizontal  se  projette  horizontalement  sur  l'un  des  points  où  le  cercle 
de  base  coupe  la  ligne  de  terre. 

La  base  du  cône  B  est  aussi  un  cercle  horizontal  ayant  le  même  centre  que 
le  premier  et  un  rayon  double.  Son  sommet  a  la  même  projection  horizontale 
que  le  sommet  du  cône  A  et  une  hauteur  de  0™,10  au-dessus  du  plan  horizontal. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  indiquera  la  construction  pour  un  seul  point  et 
on  déterminera  les  projections  de  la  tangente  en  ce  point  (1864.  —  !''•  session). 

59.  Construire  le  cône  circonscrit  à  une  sphère  de  0™  ,03  de  rayon,  sachant 
que  l'axe  de  ce  cône  fait  respectivement  des  angles  de  30°  et  de  60°  avec  les 
plans  de  projection  et  que  la  distance  du  sommet  du  cône  au  centre  de  la  sphère 
est  de  0™  ,045. 

On  déterminera  les  projections  de  la  courbe  de  contact  et  les  traces  du  cône 
sur  les  deux  plans  de  projection  (1864.  —  £''«  session). 

«o.  Par  un  point  A,  situé  à0ra,05  de  chacun  des  plans  de  projection,  on 
mène  une  verticale  et  une  parallèle  à  la  ligne  de  torre. 

La  droite  verticale  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  le  sommet  P  est 
à  0m,06  au-dessus  du  point  A  et  dont  la  section  par  un  plan  mené  perpendicu- 
lairement à  l'axe  par  le  point  A  est  un  cercle  de  0"i,03  de  rayon. 

La  droite  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  autre  cône  de  révolution 
dont  le  sommet  Q  est  à  Om,ll  à  gauche  du  point  A,  et  dont  la  section  par  un 
plan  mené  perpendiculairement  à  l'axe  par  le  point  A  est  un  cercle  de  Cm  ,03  de 
rayon. 

On  demande  : 

1°  De  représenter  les  deux  cônes  en  projections  horizontale  et  verticale  ; 
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2°  De  tracer  les  projections  horizontale  et  verticale  de  l'intersection  des 
deux  corps  et  de  mener  la  tangente  en  un  point  de  cette  intersection  (1865.  — 
1'®  session), 

«1.  Déterminer  l'intersection  de  deux  cylindres  de  révolution  de  même 
rayon  R  et  dont  les  deux  axes  se  rencontrent  en  un  point  M,  dans  les  conditions 
suivantes  :  R  =  O""  ,10. 

Distance  du  point  M  à  la  ligne  de  terre  0^  ,20, 
—  —         au  plan  horizontal  0'»  ,15. 

Les  deux  axes  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre,  et  chacun  d'eux  fait 
avec  le  plan  horizontal  un  angle  de  45°. 

Développer  la  partie  de  l'une  des  surfaces  cylindriques  comprise  entre  le 
plan  horizontal  et  l'intersection.  (1865.  —  2"^^  session). 

©».  On  donne  dans  le  plan  horizontal  : 

1°  Un  point  S  situé  à  0™  ,07  de  la  ligne  de  terre  ; 

2°  Deux  droites,  l'une  SS'  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre,  l'autre  SA 
inclinée  à  45°  sur  la  ligne  de  terre. 

La  droite  SA  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  dont  le  rayon  a  001,04. 

La  droite  SS'  est  l'axe  d'un  cône  de  révolution  dont  SA  est  une  génératrice. 

On  demande  de  trouver  la  projection  horizontale  et  la  projection  verticale 
de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  tracera  les  lignes  de  consiruction  nécessaires 
pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la  courbe  et  la  tangente  en  ce  point. 

(1866.  —  V^  session). 

«3.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  un  triangle  abc  dont  les  côtés  ont 
pour  longueurs  ab  =  0'^,lO,  6c  =  0™,06,  ce  =  Oni.OS.  La  droite  ab  est  parallèle  à 
la  ligne  de  terre  et  le  point  c  est  situé  entre  ces  deux  parallèles  à  égale  distance 
de  chacune  d'elles.  Ce  triangle  ahc  est  la  projection  d'un  triangle  ABC  situé 
dans  le  plan  horizontal  élevé  de  0™,05  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projec- 
tion. Le  point  c  est  le  centre  d'une  sphère  dont  le  rayon  a  0in,03.  Le  point  B  est 
le  sommet  d'un  cône  circonscrit  à  cette  sphère  ;  et  la  droite  AC  est  l'axe  d'un 
cylindre  circonscrit  à  la  même  sphère. 

On  demande  : 

1°  De  construire  la  projection  horizontale  et  la  projection  verticale  de  l'in- 
tersection du  cône  et  du  cylindre  ; 

2°  De  représenter  le  cône  avec  son  entaille,  en  le  limitant  d'une  part  à  son 
sommet  et  de  l'autre  au  plan  vertical,  et  en  supposant  le  cylindre  enlevé.  Quant 
aux  lignes  de  construction,  on  ne  mettra  à  l'encre  que  celles  qui  sont  nécessaires 
pour  trouver  un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

(1866.  —  2d«  session) 

«4.  On  donne  une  sphère  tangente  aux  deux  plans  de  projection  et  ayant 
0°>,05  de  rayon.  Par  le  point  le  plus  haut  de  cette  sphère,  on  mène  une  parallèle 
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à  la  ligne  de  terre.  Cette  parallèle  est  l'axe  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  un 
rayon  égal  à  celui  de  la  sphère. 

Trouver  les  projections  de  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  supposera  que  la  sphère  existe  seule,  qu'elle  est 
pleine  et  qu'on  a  enlevé  la  portion  comprise  dans  le  cylindre  ;  on  mettra  des 
hachures  sur  les  parties  coupées  visibles  ;  on  indiquera  les  constructions  néces- 
saires pour  obtenir  un  point  quelconque  de  la  ligne  d'intersection  et  la  tangente 
en  ce  point.  (1867.  —  l''»  session). 

«s.  On  donne  : 

1°  Deux  points  A  et  B  situés  sur  la  ligne  de  terre  ;  AB  =  9  centimètres. 

2°  Deux  points  A'  et  B'  situés  l'un  A' ,  sur  la  verticale  du  point  A  et  à 
0™,09  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection;  l'autre  B',  sur  la  verticale  de 
B  et  à  QnijlS  au-dessus  du  même  plan  horizontal. 

Le  point  A'  est  le  centre  d'un  cercle  qui  a  0™  ,03  de  rayon,  qui  est  situé  dans 
le  plan  horizontal  de  projection  et  qui  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet  est 
en  B'.  Le  point  B  est  le  centre  d'un  cercle  qui  a  0™  ,06  de  rayon,  qui  est  situé 
dans  le  plan  horizontal  de  projection  et  qui  est  la  base  d'un  cône  dont  le  sommet 
est  en  A'.  On  demande  de  trouver  la  projection  horizontale  et  la  projection  ver- 
ticale de  l'intersection  de  ces  deux  cônes. 

Daus  la  mise  à  l'enci'e,  on  supposera  les  deux  cônes  pleins  et  l'on  indiquera 
les  constructions  nécessaires  pour  trouver  un  point  quelconque  de  l'intersection 
et  la  tangente  en  un  point.  On  expliquera  succinctement  ces  constructions  à 
l'aide  d'une  légende  placée  au  bas  de  l'épure.  (1867.  —  2*^^  session). 

S«.  Intersection  d'un  hyperboloïde  et  d'un  cône. 

L'axe  de  l'hyperboloïde  est  vertical.  Le  pied  de  cet  axe  est  à  0^,08  de 
la  ligne  de  terre.  Le  rayon  de  la  trace  horizontale  de  l'hyperboloïde  est  de  8  cen- 
timètres 1/2.  Celui  du  cercle  de  gorge  est  de  3  centimètres.  Enfin,  les  généra- 
trices de  l'hyperboloïde  sont  inclinées  à  45°  sur  le  plan  horizontal. 

Le  cône  est  de  révolution  ;  son  axe  est  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  passe 
par  le  Centre  de  l'hyperboloïde.  11  est  circonscrit  à  la  sphère  engendrée  par  le 
cercle  de  gorge  de  1  hyperboloïde.  On  représentera  les  deux  surfaces  ainsi  défi- 
nies et  on  construira  les  projections  de  leur  intersection.  On  mènera  la  tangente 
en  un  point  de  cette  intersection.  On  justifient  enfin  les  résultats  obtenus  par 
une  légende  explicative  très- succincte.  (1872.  —  l""^  session). 

«a.  Une  sphère  dont  le  rayon  est  égal  à  7  centimètres  est  tangente  aux 
deux  plans  de  projection.  Soient  A  le  point  le  plus  haut  de  la  sphère  et  B  l'une 
des  extrémités  du  diamètre  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  On  demande  de  trouver 
l'intersection  de  cette  sphère  et  du  cône  engendré  par  la  verticale  du  point  A 
tournant  autour  de  AB.  On  indiquera  les  constructions  employées  pour  obtenir 
un  point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

On  représentera  la  sphère  en  supposant  enlevée  la  partie  située  dans  l'inté- 
rieur du  cône.  (1872.  —  2^«  session). 
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«s.  On  donne  une  sphère  de  0,08  de  rayon  et  dont  le  centre  0  est  situé 
dans  le  plan  horizontal  de  projection  à  0,16  en  avant  de  la  ligne  de  terre. 

Dans  le  grand  cercle  horizontal,  on  mène  une  corde  CD  perpendiculaire  à  la 
ligne  de  terre  et  égale  au  côté  du  carré  inscrit.  Sur  le  diamètre  CGC,  on  prend 
de  part  et  d'autre  du  centre  0  deux  longueurs  OA  et  OB  égales  à  0,05,  enfin  on 
projette  les  points  A  et  B  en  a  et  p  sur  la  corde  CD. 

On  demande  de  représenter  la  sphère  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps 
comprise  dans  le  tronc  de  cône  que  le  trapèze  AapB  engendre  en  tournant  autour 
de  «p. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  faites  pour  obtenir  un  point 
quelconque  de  l'intersection  de  la  sphère  et  de  la  surface  latérale  du  tronc  de 
cône,  ainsi  que  la  tangente  en  ce  point.  Dimensions  du  cadre  0ni,27  et  0'»,45. 
On  placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille  à  0™,16 
du  bord  supérieur  du  cadre.  (1873.  —  1"^^  session). 

o».  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  les  arêtes  ont  1  décimètre 
de  longueur  et  dont  la  base  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

Soient  S  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre  et  C  le  cylindre  dont  la  sec- 
tion droite  est  le  cercle  inscrit  dans  une  face  latérale  DAB. 

On  demande  de  représenter ,  en  projection  horizontale ,  la  partie  de  la 
sphère  S  qui  reste  lorsqu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le 
cylindre  C.  On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour 
obtenir  la  projection  horizontale  d'un  point  quelconque  de  l'intersection  des 
surfaces  du  cylindre  et  de  la  sphère  et  de  la  tangente  en  ce  point. 

(1873.  — 2<i«  session). 

90.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  rectangle  ABCD 
dont  les  côtés  AB  et  BC  sont  égaux  respectivement  à  O'n  ,10  et  à  0m,06.  Le  point  I 
étant  le  centre  de  ce  rectangle,  on  demande  : 

1°  De  trouver  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  la  sphère  décrite 
sur  la  diagonale  AC  comme  diamètre  et  du  tore  qu'engendre  le  cercle  circonscrit 
au  triangle  BCl  en  tournant  autour  de  AD  ; 

2°  De  représenter  en  projection  horizontale  la  sphère  supposée  pleine  et 
existant  seule,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir  en 
projection  horizontale  un  point  quelconque  de  l'intersection  du  tore  et  de  la 
sphère  et  la  tangente  en  ce  point.  (1874.  —  l""^  session), 

9t.  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  est  égal  à  10  centi- 
mètres et  dont  la  base  ABC  repose  sur  le  plan  horizontal  de  projection. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  la  projection  horizontale  de  la  sphère  ayant  AD  pour  dia- 
mètre et  du  cylindre  de  révolution  ayant  la  droite  AB  pour  axe  et  6  centimètres 
de  rayon  ; 
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2»  De  représenter  en  projection  horizontale  la  sphère  supposée  pleine  et 
existant  seule,  en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  tracés  effectués  pour  obtenir  en  projection 
horizontale  un  point  quelconque  de  l'intersection  du  cylindre  et  de  la  sphère  et 
la  tangente  en  ce  point.  (1874.  —  2^^  session.) 

9S.  Un  tétraèdre  régulier  ABCD,  dont  le  côté  est  égal  à  0™,15,  repose  par 
la  face  ABC  sur  le  plan  horizontal  de  projection.  Le  cercle  horizontal  décrit  sur 
BC  comme  diamètre  est  la  directrice  d'un  cylindre  dont  les  génératrices  sont 
parallèles  à  AD. 

On  demande  : 

1°  de  trouver  la  projection  horizontale  de  l'intersection  de  ce  cylindre  et  de 
la  sphère  circonscrite  au  tétraèdre  ; 

2°  de  représenter  en  projection  horizontale  le  solide  commun  à  la  sphère  et 
au  cylindre. 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir  un  point 
quelconque  de  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce 
point.  —  On  expliquera  brièvement  ces  constructions  dans  une  légende  inscrite 
sur  la  feuille  même.  (1875.  —  V^  session.) 

»«.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  cercle  A  de  8  centi- 
mètres de  rayon,  et  un  cercle  B  de  4  centimètres  de  rayon,  tangent  intérieure- 
ment au  premier,  en  un  point  tel  que  la  tangente  6  en  ce  point  soit  perpendicu- 
laire à  la  ligne  de  terre. 

On  demande  : 

1°  de  trouver  l'intersection  du  tore  engendré  par  la  rotation  du  cercle  B 
autour  de  la  tangente  8  et  du  cylindre  dont  le  cercle  A  est  la  section  droite  ; 

2°  de  représenter  le  tore  supposé  plein  et  existant  seul  en  supprimant  la 
partie  comprise  dans  le  cylindre. 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  faites  pour  trouver  un  point 
quelconque  de  l'intersection  du  tore  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point.  On 
expliquera  brièvement  ces  constructions  dans  une  légende.  (1875.  —  2^«  session.) 

»9.  Cône  et  cylindre.  On  donne,  dans  le  plan  horizontal  de  projection,  un 
cercle  qui  est  tangent  à  la  ligne  de  terre  et  dont  le  rayon  est  égal  à  0'°,06.  Ce 
cercle  est  la  base  d'un  cône  droit  dont  la  hauteur  est  égale  à  0">,14. 

Soient  A  le  point  du  cercle  qui  est  le  plus  éloigné  de  la  ligne  de  terre,  et  B 
le  milieu  de  l'une  des  deux  arêtes  du  cône  qui  sont  parallèles  au  plan  vertical 
de  projection.  La  droite  AB  est  parallèle  aux  génératrices  d'un  cylindre  dont  la 
trace  horizontale  est  le  cercle  décrit  du  point  A  comme  centre,  avec  un  rayon 
égal  à  0°',04. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  ainsi  définis  ; 

2°  De  représenter  le  cône  supposé  plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la 
partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cylindre. 


-     320    — 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  déterminer  un 
point  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  à  égale  distance  des  petits  côtés  du  cadre. 

(1876.  —  pe  session.) 

»8.  Cône  et  tore.  On  donne  un  triangle  rectangle  ABC  situé  dans  le  plan 
vertical  de  projection  ;  l'hypothénuse  BC  est  verticale  ;  le  sommet  B  a  pour  cote 
0™,  08  ;  le  sommet  C  a  pour  cote  0'n,20,  et  l'angle  B  est  égal  à  30°.  Du  point  A 
comme  centre,  avec  un  rayon  égal  à  0'",04,  on  décrit  un  cercle  dans  le  plan  du 
triangle. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  l'intersection  du  cône  engendré  par  le  triangle  tournant  autour 
de  AB  et  du  tore  engendré  par  le  cercle  tournant  autour  de  BC  ; 

2°  De  représenter  le  cône  supposé  plein  et  existant  seul,  en  supprimant  la 
partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  tracera  à  l'encre  rouge  les  constructions  employées  pour  obtenir  un  point 
quelconque  de  l'intersection  du  cône  et  du  tore,  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  O"',!^  du 
peMt  côté  inférieur.  (1876.  —  2"^®  session.) 

»o.  Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0'»,21 
du  petit  côté  inférieur. 

On  donne  : 

1°  Un  cylindre  ayant  pour  base  un  cercle  C  situé  dans  le  plan  horizontal  do 
projection,  et  dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  droite  de  front  bff,  b'g'. 

es  =  0"',025, 
C.S  =  0«,055. 

2°  Un  cône  dont  la  base  est  un  cercle  C,  situé  dans  le  plan  horizontal  et 
dont  le  sommet  est  en  s,  s'  sur  la  génératrice  bff,  b'g'  du  cylindre.  Le  cercle  de 
base  du  cône  est  tangent  en  s  à  la  base  du  cylindre. 

On  demande  : 

1°  De  trouver  les  projections  de  l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  ; 

2°  De  représenter  le  cylindre  supposé  plein  et  existant  seul,  en  supprimant 
la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera  à  l'encre  rouge  les  constructions  nécessaires  pour  trouver  un 
point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

(1877.  ~  pe  session). 

80,  Intersection  dhm  tore  et  d'un  cône  de  révolution. 

L'axe  du  tore  yy'  est  vertical,  à  0'",430  du  plan  vertical  de  projection,  et  au 
milieu  de  la  feuille  ;  le  cercle  méridien  a  O^jOSS  de  rayon  ;  il  est  tangent  à  l'axe 
du  tore  et  au  plan  horizontal  de  projection.  —  Le  cône  touche  le  plan  horizontal 
suivant  une  génératrice  sa,  s'a',  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et  rencontrant  l'axe 
du  tore  ;  son  sommet  ss'  est  à  0'»,065  de  l'axe  du  tore  et  son  angle  au  sommet 
est  de  40°. 
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On  demande  de  représenter  le  cône  supposé  plein  et  existant  seul,  en  sup- 
primant la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point. 
Titre  extérieur  :  Intersection  de  surfaces. 

Titre  intérieur  :  Tore  et  cône. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0™  ,260  du 
petit  côté  inférieur.  _  (1877.  —  2^^  session). 

8f .  Intersection  de  surfaces.  Hémisphère  traversé  par  un  tore.  —  L'hémis- 
phère est  tangent  au  plan  vertical  et  repose  par  sa  base  sur  le  plan  horizontal  ; 
son  rayon  est  égal  à  Oni,100,  et  son  centre  (C,C')  est  éqûidistant  des  grands 
côtés  du  cadre. 

L'axe  du  tore  Z.Z'  est  vertical,  à  0'n,170  du  plan  vertical,  et  au  milieu  de  la 
feuille  ;  le  centre  du  cercle  méridien  est  à  0""  ,070  de  cet  axe  et  à  0™  ,051  du  plan 
horizontal  de  projection  ;  le  rayon  de  ce  cercle  est  égal  à  0"»  ,049. 

On  demande  de  représenter  l'hémisphère  supposé  plein  et  existant  seul,  en 
supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de'l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  au  petit  côté  du  cadre,  à  0'n,150  du 
petit  côté  supérieur.  (1878.  —  V^  session). 

88.  Intersection  de  deux  surfaces.  Solide  commun  à  deux  cônes  circu- 
laires. —  On  donne,  sur  le  plan  horizontal  de  projection,  deux  cercles  C,  C,, 
dont  la  corde  commune  ss,  est  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  xy;  le  rayon 
de  G  est  égal  à  0in,060  ;  celui  de  C,  à  O™  ,046.  La  distance  des  centres  est  égale  à 
0™,033,  et  la  ligne  des  centres  est  à  0'n,035  de  la  ligne  de  terre. 

Ces  cercles  servent  de  bases  à  deux  cônes  dont  les  sommets  respectifs  se 
projettent  aux  points  {s,  s'),  {Sf,  s',).  On  prendra  s'  à  O^jlflO  au-dessus  de  la  ligne 
de  terre  et  s',  à  O™  ,050. 

On  demande  : 

1°  De  représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  aux  deux  cônes 
donnés,  en  limitant  ces  deux  cônes,  supposés  pleins  et  opaques,  d'une  part  aux 
sommets,  d'autre  part  au  plan  des  deux  bases  ; 

2°  De  représenter  en  pointillé,  jusqu'aux  bords  du  cadre,  les  projections  de 
la  ligne  de  rencontre  des  nappes  inférieures  des  surfaces  coniques  supposées 
alors  prolongées. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  obtenir  un 
point  quelconque  de  l'intersection  et  la  tangente  en  ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre. 

(1878.  —  2d«  session). 

sa.  Syperholoïde  de  révolution  entaillé  par  un  cône.  —  L'axe  ZZ'  de  l'hy- 
Breithof.  Géom.  descript.   I.  21 
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perboloïde  est  vertical,  à  0™,100  du  plan  vertical  et  au  milieu  de  la  feuille;  le 
cercle  de  gorge  C,C',  dont  la  cote  vaut  0™,080,  a  Oi",030  de  rayon,  et  les  généra- 
trices rectilignes  de  la  surface  font  avec  l'horizon  un  angle  de  456. 

Le  cône,  dont  le  sommet  s, s'  se  trouve  dans  le  plan  de  profil  conduit  par 
l'axe  zzK  à  0'"  ,050  en  avant  de  cet  axe  et  à  0™,050  au-dessus  du  cercle  de  gorge, 
a  pour  trace  horizontale  le  cercle  w  décrit  du  point  z  comme  centre,  avec  un 
rayon  égal  à  0™,070.  On  demande  de  représenter  l'hyperboloïde,  supposé  plein 
et  limité,  d'une  part,  au  plan  horizontal  de  projection,  en  supprimant  la  partie 
de  ce  corps  comprise  dans  le  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque -de  l'intersection  des  surfaces  données  et  la  tangente  en 
ce  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0'",228 
du  petit  côté  supérieur.  (1879,  —  l'"^  session). 

84.  Solide  commun  à  deux  cônes  de  révolution.  —  Les  angles  générateurs 
des  cônes  sont  égaux  entre  eux  et  valent  45°.  L'axe  de  la  première  surface  est 
vertical  et  au  milieu  de  la  feuille  ;  la  cote  du  sommet  est  égale  à  0™,115  et  l'axe 
est  à  0™,105  en  avant  du  plan  vertical.  Le  second  cône  a  pour  axe  l'une  des 
génératrices  de  front  du  premier  et  pour  cote  du  sommet  0™,155. 

On  demande  de  représenter  le  solide  commun  aux  deux  cônes,  en  limitant 
ce  solide  d'une  part  au  plan  horizontal  P',  à  la  cote  0™,195,  de  l'autre  au  plan 
horizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  relatives  à  la  détermination 
d'un  point  quelconque  de  la  ligne  commune  aux  deux  cônes  et  de  la  tangente  à 
cette  ligne  au  même  point. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0™,222  du 
petit  côté  inférieur.  (1879.  —  2''6  session). 

S5.  Intersection  de  surfaces.  —  Sphère  entaillée  par  un  double  cône.  On 
placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0'",190  du 
petit  côté  inférieur. 

Une  sphère  donnée,  dont  le  rayon  est  égal  à  0™,090,  touche  les  deux  plans 
de  projection  à  0™,100  du  bord  gauche  du  cadre. 

Dans  le  plan  du  petit  cercle  de  front,  distant  de  0™,120  du  plan  vertical  de 
projection,  à  la  droite  du  centre  de  ce  cercle  et  à  une  distance  de  ce  centre  égale 
à  la  moitié  du  rayon  du  même  petit  cercle,  on  mène  une  verticale  ;  sur  la  partie 
de  cette  verticale  comprise  entre  son  point  supérieur  de  rencontre  avec  la  sphère 
et  le  plan  horizontal  de  projection,  on  construit  un  triangle  équilatéral.  Ce 
triangle,  en  tournant  autour  de  la  verticale,  engendre  un  double  cône.  —  On 
demande  de  représenter  la  sphère  donnée,  supposée  pleine  et  opaque,  en  sup- 
primant la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  le  double  cône. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
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«n  point  quelconque  de  la  ligne  commune  à  la  sphère  et  à  l'un  des  côtés,  et  la 
tangente  en  ce  point.  (1880.  —  l'«  session.) 

80.  Intersection  de  surfaces.  —  Tores  concentriques. 

Par  un  point  (<o,  w')  situé  dans  le  premier  dièdre,  à  0™,100  de  chacun  des 
plans  de  projection  et  au  milieu  de  la  feuille,  on  conduit  une  parallèle  à  la  ligne 
de  terre  et  une  verticale. 

On  placera  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0'",235 
du  petit  côté  supérieur. 

La  parallèle  à  la  ligne  de  terre  est  l'axe  d'un  tore  dont  le  cercle  méridien, 
tangent  à  cet  axe  en  (w,  w'),  a  0"i,045  de  rayon. 

La  verticale  est  l'axe  d'un  autre  tore  concentrique  au  premier,  dont  le  rayon 
du  cercle  méridien,  égal  à  celai  de  son  collier,  vaut  O'^jOSO. 

On  demande  de  construire  les  deux  projections  de  l'intersection  des  surfaces 
ainsi  définies. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  le  corps  constitué  par  l'ensemble 
des  doux  tores,  et  l'on  indiquera  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  de  l'intersection,  avec  la  tangente  en  ce  point. 

(1880.  —  2<>e  session.) 

S9.  On  propose  de  construire  les  projections  des  lignes  d'intersection  d'un 
hémisphère  et  des  faces  d'un  cube  avec  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe. 

Le  cube  {abde,  a'b'd'e'),  dont  le  côté  a  C'",200  de  longueur,  dont  la  face  infé- 
rieure et  la  face  postérieure  sont  respectivement  situées  dans  les  deux  plans  de 
projection,  contient  entièrement  l'hémisphère  {h,h');  cet  hémisphère  a  pour  base 
le  cercle  {h,h')  inscrit  dans  la  face  antérieure  du  cube. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  {z,^')  vertical,  à  0™,035  du  plan  vertical  de  projec- 
tion et  à  égale  distance  des  faces  de  profil  du  cube  ;  la  cote  du  centre  {0,0')  de 
cette  surface  est  de  0'",32;  les  rayons  de  son  collier  {c,c')  et  de  sa  trace  hori- 
zontale (6,6')  ont  respectivement  0^,035  et  Om.lOO  de  longueur. 

Dans  la  mise  à  l'encrC;  on  supposera  que  le  cube  existe  seul,  qu'il  est  solide, 
et  qu'on  a  enlevé  la  partie  de  ce  corps  comprise  dans  l'hémisphère  et  dans  l'hy- 
perboloïde. 

Or.  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  nécessaires  pour  obtenir  un 
point  quelconque  de  chacune  des  lignes  d'intersection  et  les  tangentes  en  ces 
points.  (1881.  —  1"  session). 

*s.  Représenter,  par  ses  deux  projections,  la  partie  extérieure  à  une  sphère 
donnée,  du  solide  compris  entre  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
son  cône  asymptote,  un  plan  horizontal,  â  la  cote  0ro,200,  et  le  plan  horizontal 
de  projection. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  (-3",^')  vertical  à  0»"  ,110  du  plan  vertical  de  projec- 
tion et  au  milieu  de  la  feuille  ;  son  collier,  dont  la  cote  vaut  0'n,120,  et  sa  trace 
horizontale  ont  respectivement  des  rayons  égaux  à  0">,050  et  à  0'n,0110. 
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La  sphère  donnée,  dont  le  centre  (0,0')  se  trouve  sur  le  plan  de  profil  con- 
duit par  l'axe  de  l'hyperboloïde,  à  0m,i98  du  plan  vertical  et  à  0™,102  du  plan 
horizontal,  passe  par  le  sommet  (S, S')  du  cône  asymptote. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  quelconque  des  lignes  d'intersection  de  la  sphère  avec  l'hyperboloïde  et 
son  cône  asymptote,  et  les  tangentes  en  ces  points. 

Placer  la  ligne  de  terre  parallèlement  aux  petits  côtés  du  cadre,  à  0",222  du 
du  petit  côté  inférieur.  (1881.  —  2'i«  session) 

8».  tiyperboloïde  à  une  7iappe,  entaillé  par  quatre  sphères. 

L'hyperboloïde  a  son  axe  [z,  z')  vertical,  à  0'",105  du  plan  vertical  et  au 
milieu  de  la  feuille  ;  la  cote  de  son  centre  est  0"",087  ;  les  rayons  de  son  collier 
(r,  r')  et  de  sa  trace  horizontale  (0)  ont  respectivement  0'",008  et  O^'.OQS  de 
longueur. 

Les  sphères,  dont  les  centres  sont  dans  le  plan  du  collier  (r,  r'),  touchent  le 
plan  horizontal  aux  extrémités  (a,, «'i)  («î, «'2)  («s, o's)  («*,«'*)  des  deux  diamètres 
du  cercle  (9)  respectivement  parallèle  et  perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre. 

On  demande  de  construire  les  projections  des  intersections  de  l'hyperboloïde 
avec  les  sphères. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  les  parties  de  la  surface  de  l'hyper- 
boloïde qui,  placées  à  l'extérieur  des  sphères,  sont  comprises  entre  le  plan 
horizontal  de  projection  et  le  plan  horizontal  P',  à  la  cote  O"",!?!.  On  indiquera, 
à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  obtenir  un  point  quelconque 
de  l'une  des  lignes  d'intersection  et  la  tangente  en  ce  point.  (1882.  —  P»  session). 

00.  Intersection  de  deux  cônes. 

Les  cônes,  dont  les  sommets  {s,  s'),  {t,  V)  ont  respectivement  pour  côtés  0™,050 
et  0"',080,  touchent  suivant  deux  génératrices  verticales,  distantes  de  0™,070,  un 
même  plan  de  front,  dont  l'éloignement  égale  0"',035.  Les  sections  de  ces  cônes 
par  un  plan  horizontal  à  la  cote  0'",090  sont  deux  cercles  égaux  (y,  y')»  (ïu  Y'i) 
dont  les  rayons  ont  0'",042  de  longueur. 

On  demande  de  construire  les  projections  du  corps  constitué  par  la  partie 
du  cône  de  sommet  (s,,  s')  qui,  placée  de  part  et  d'autre  de  ce  sommet,  et  à 
l'extérieur  de  l'autre  cône,  se  trouve  comprise  entre  :  1°  un  plan  de  front,  dont 
l'éloignement  est  de  O^.OZO  ;  2°  un  plan  horizontal,  à  la  cote  de  0"\230,  et  3°  le 
plan  horizontal  de  projection. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  employées  pour  déterminer 
un  point  de  la  courbe  commune  aux  cônes  et  la  tangente  en  ce  point. 

On  placera  la  droite  ss^  à  égale  distance  des  grands  côtés  du  cadre,  et  la 
ligne  de  terre  à  0'",170  du  petit  côté  intérieur.  (1882.  —  %^^  session.) 
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QUESTIONS  POSEES  AUX  EXAMENS  ORAUX. 

•1.  On  donne  1°  un  plan  P  passant  par  la  ligne  de  terre  et  faisant  un  angle 
de  450  avec  le  plan  horizontal  ;  2°  un  point  a  du  point  horizontal ,  situé  à  5  cen- 
timètres de  la  ligne  de  terre.  On  demande  les  traces  horizontale  et  verticale 
d'un  cône  de  révolution  ayant  pour  sommet  le  point  A  du  plan  P  qui  se  projette 
horizontalement  en  a,  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée  en  A  au  point  P,  et 
pour  1/2  angle  au  sommet  un  angle  de  40°. 

0«.  On  donne  1°  un  plan  passant  par  la  ligne  de  terre  et  faisant  un  angle 
de  60"  avec  le  plan  horizontal  ;  2°  un  point  a  du  plan  horizontal  situé  à  6  centi- 
mètres de  la  ligne  de  terre.  On  demande  les  traces  horizontales  et  verticales 
d'un  cylindre  de  révolution  ayant  pour  axe  la  perpendiculaire  élevée  au  plan 
donné  par  le  point  de  ce  plan  qui  se  projette  horizontalement  en  a  et  un  rayon 
de  3  centimètres. 

os.  On  donne  1°  une  droite  située  dans  le  plan  horizontal  et  faisant  un 
angle  de  41°  avec  la  ligne  de  terre  ;  2°  un  point  m  du  plan  horizontal,  pris  à 
volonté  entre  la  droite  précédente  et  la  ligne  de  terre.  La  droite,  en  tournant 
autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On  demande  1°  de  mener  à  ce 
cône  un  plan  tangent  par  l'un  des  deux  points  de  la  surface  qui  se  projette  hori- 
zontalement en  m  ;  2°  de  construire  les  projections  de  l'intersection  de  ce  plan 
tangent  et  d'un  cylindre  de  révolution  ayant  la  ligne  de  terre  pour  axe  et  un 
rayon  de  3  centimètres. 

»4.  Deux  cercles  situés  dans  le  plan  horizontal  ont  leurs  centres  sur  la 
ligne  de  terre  de  terre  à  9  centimètres  l'un  de  l'autre  et  des  rayons  respective- 
ment égaux  à  3  et  à  4  centimètres.  On  mène  à  ces  cercles  deux  tangentes  com- 
munes, l'une  intérieure  A,  l'autre  extérieure  B.  La  tangente  A,  en  tournant 
autour  de  la  ligne  de  terre,  engendre  un  cône.  On  demande  la  projection  verti- 
cale et  la  vraie  grandeur  de  la  section  faite  dans  ce  cône  par  le  plan  vertical  qui 
a  la  tangente  B  pour  trace  horizontale.  On  tracera  les  asymtotes  de  la  section, 
si  elle  en  admet. 

os.  On  donne  une  sphère  par  son  centi-e  et  son  rayon.  On  fait  passer  un 
plan  par  la  ligne  de  terre  et  le  centre  de  cette  sphère,  et  l'on  demande  les  pro- 
jections de  la  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces.  On  mènera  la  tangente 
en  un  point  quelconque  de  cette  intersection. 

o«.  On  donne  1°  une  sphère  de  4  centimètres  de  rayon,  tangente  aux  deux 
plans  de  projection  ;  2°  le  plan  qui  passe  par  les  deux  plans  de  la  sphère  dia- 
métralement opposés  à  ses  points  de  contact  avec  les  plans  de  projection,  et 
dont  la  trace  horizontale  fait  un  angle  de  60°  avec  la  ligne  de  terre. 

o*.  On  demande  les  projections  et  la  vraie  grandeur  de  la  section  déter- 
minée par  ce  plan  dans  la  sphère,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  de  cette 
section. 
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08.  On  donne  1"  un  tétraèdre  régulier  de  7  centimètres  de  côté,  reposant 
sur  le  plan  horizontal  par  une  de  ses  faces  ;  l'une  des  arêtes  de  cette  face  est 
perpendiculaire  à  la  ligne  de  terre  ;  2°  un  cylindre  de  révolution  de  3  centimètres 
de  rayon,  dont  l'axe  situé  dans  le  plan  horizontal  et  parallèle  à  la  ligne  de  terre, 
passe  par  la  projection  horizontale  du  sommet  du  tétraèdre. 

Construire  les  projections  des  courbes  d'intersection  du  cylindre  et  des  faces 
du  tétraèdre. 

»».  On  donne  un  cylindre  de  révolution  reposant  sur  le  plan  horizontal,  et 
dont  les  génératrices  sont  parallèles  à  la  ligne  de  terre.  On  demande  l'intersec- 
tion de  ce  cylindre  avec  un  cône  vertical  de  révolution  dont  le  sommet  est  sur 
l'axe  du  cylindre,  et  dont  la  trace  horizontale  est  un  cercle  de  même  rayon  que 
la  section  droite  du  cylindre.  —  Construire  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe 
d'intersection. 

*oo.  Trouver  l'intersection  d'un  cylindre  et  d'une  sphère  définis  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Le  cylindre  est  droit  :  sa  base  est  un  cercle  AB  donné  sur  le  plan  horizontal 
(on  suppose  le  diamètre  AB  parallèle  à  la  ligne  de  terre).  —  La  sphère  a  son 
rayon  égal  au  diamètre  du  cylindre,  et  son  centre  est  sur  l'arête  du  cylindre  dont 
le  pied  C  est  à  45"  de  l'extrémité  B  du  diamètre  AB  ;  elle  repose  d'ailleurs  sur 
le  plan  horizontal.  On  mènera  la  tangente  en  un  point  quelconque  de  la  courbe 
d'intersection,  en  l'on  en  ponctuera  la  partie  cachée  en  supposant  que  le  cylindre 
existe  seul. 

*o*.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre  définis  de  la  manière 
suivante  : 

Le  cylindre  est  droit  ;  sa  base  est  un  cercle  donné  dans  le  plan  horizontal. 
—  Le  cône  a  son  sommet  sur  l'axe  du  cylindre  ;  sa  base  est  une  hyperbole  tan- 
gente à  la  base  du  cylindre  et  ayant  pour  asymptotes  deux  diamètres  rectangu- 
laires de  cette  base,  l'un  parallèle  à  la  ligne  de  terre. 

On  mènera  la  tangente  en  un  point  de  la  courbe  d"intersection,  et  l'on  ponc- 
tuera la  partie  cachée  de  cette  courbe  en  supposant  que  le  cylindre  existe  seul. 

*o».  Construire  les  traces  et  les  intersections,  en  vraie  grandeur,  de  deux 
cylindres  de  révolution  ,  dont  les  axes  contenus  dans  un  même  plan  .vertical 
parallèle  au  plan  vertical  de  projection  se  rencontrent  en  faisant  tous  deux  un 
angle  de  30°  avec  le  plan  horizontal.  On  sait  d'ailleurs  que  le  diamètre  de  la 
section  droite  de  chaque  cylindre  est  de  8  centimètres.  —  On  construira  la  tan- 
gente en  un  point  de  chaque  intersection,  et  on  la  reportera  sur  le  rabattement 
correspondant. 

*oa.  Intersection  de  deux  cônes  A  et  B  définis  de  la  manière  suivante  : 

Le  cône  A  est  de  révolution,  son  sommet  est  dans  le  plan  horizontal  ;  son 
axe  est  vertical  et  le  1/2  angle  au  sommet  y  est  égal  à  30°. 

Le  cône  B  a  pour  directrice  une  section  horizontale  quelconque  du  cône  A  ; 
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son  sommet  est  pris  arbitrairement  dans  l'espace,  toutefois  au-dessus  du  plan  de 
sa  directrice  et  extérieurement  au  cône  A. 

On  demande  les  projections  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  un  point  de 
cette  courbe.  Pour  la  ponctuation,  on  supposera  que  le  cône  A  existe  seul. 

104.  Intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolution  à  une 
nappe,  définis  de  la  manière  suivante  : 

L'axe  de  l'hyperboloïde  est  vertical,  la  plus  courte  distance  de  la  génératrice 
â  cet  axe  est  de  15  millimètres,  l'angle  que  fait  la  génératrice  avec  l'axe  est  de 
45°.  La  sphère  passe  par  le  centre  du  cercle  de  gorge  :  elle  a  son  centre  sur 
l'hyperboloïde,  à  3  centimètres  du  plan  du  cercle  de  gorge  et  dans  le  plan  méri- 
dien parallèle  au  plan  vertical  de  projection.  On  construira  la  tangente  en  un 
point  de  la  courbe  d'intersection. 

«os.  On  donne  un  cône  droit.  Dans  la  section  méridienne  A'S'B'  de  ce  cône 
on  inscrit  un  cercle  OK.  Ce  cercle  est  la  section  droite  d'un  cylindre. 

Chercher  l'intersection  de  ce  cylindre  et  du  cône. 

loe.  Intersection  d'un  cône  et  d'un  cylindre.  Le  cône  est  de  révolution; 
l'axe  est  vertical;  la  hauteur  est  0"i,09;  le  rayon  de  la  trace  horizontale  est 
O"»  ,065,  la  distance  du  centre  de  cette  trace  au  plan  vertical  est  0,06. 

Le  cylindre  a  ses  génératrices  parallèles  au  plan  horizontal  et  inclinées  de 
30°  sur  le  plan  vertical  ;  la  trace  horizontale  du  cylindre  se  compose  de  deux 
tangentes  à  la  base  du  cône;  la  trace  verticale  est  un  cercle  dont  le  centre  est 
sur  la  ligne  de  terre. 

Construire  spécialement  les  points  remarquables  de  la  courbe  et  la  tangente 
en  un  point  de  l'intersection. 

toy.  l»  Déterminer  l'intersection  d'un  plan  parallèle  à  la  ligne  de  terre  et 
d'un  cylindre  qui  a  pour  base  une  circonférence  tracée  sur  le  plan  horizontal  ; 
les  génératrices  sont  perpendiculaires  à  la  ligne  de  terre  et  inclinées  de  45o  sur 
le  plan  horizontal. 

2°  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'une  sphère  ;  plan  tangent  à  un  des 
points  d'intersection. 

108.  On  donne  une  sphère  et  on  prend  deux  points  sur  le  prolongement  de 
deux  rayons  rectangulaires,  chacun  de  ces  points  est  le  sommet  d'un  cône  cir- 
conscrit à  la  sphère  :  quelle  est  l'intersection  des  deux  cônes  (chaque  rayon  est 
parallèle  à  un  des  plans  de  projection)? 

«09.  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  pour  base  une  circonfé- 
rence tracée  sur  le  plan  horizontal  ;  les  sommets  sont  donnés  et  se  projettent 
aux  extrémités  du  diamètre  parallèle  àxy  :  on  demande  l'intersection  des  deux 
cônes, 

«*•.  Deux  cylindres  sont  donnés  respectivement  par  leur  directrice  et  une 
position  particulière  de  leur  génératrice  (plans  cotés).  Trouver  un  point  de  l'in- 
tersection de  ces  surfaces  et  la  tangente  en  ce  point. 
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«11.  Trouver  la  courbe  d'intersection  d'un  cône  de  révolution  dont  l'axe 
est  perpendiculaire  au  plan  horizontal,  et  d'un  plan  donné  par  sa  trace  verticale 
et  par  la  condition  de  faire  un  angle  de  45°  avec  le  plan  vertical  de  projection. 

it».  On  donne  un  plan  perpendiculaire  au  plan  vertical  de  projection  et 
une  droite  située  dans  le  plan  vertical.  On  demande  la  trace  horizontale  d'un 
plan  passant  par  cette  droite  et  faisant  avec  le  premier  un  angle  de  45°. 

«13.  p  On  donne  la  trace  verticale  d'un  cylindre  et  la  direction  de  ses 
génératrices  :  trouver  l'intersection  de  ce  cylindre  et  d'un  plan  donné  par  ses 
traces. 

2°  On  donne,  dans  le  plan  horizontal,  une  droite  qui  est  l'axe  d'un  cylindre 
de  révolution  dont  on  connaît  le  rayon.  Mener  un  plan  tangent  à  ce  cylindre  par 
un  point  de  l'espace. 

«14.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  de  révolution  par  un  plan  quelconque 
et  le  point  d'inflexion  de  la  courbe  de  développement  de  cette  courbe  d'inter- 
section. 

««5.  Mener,  par  un  point  donné,  un  plan  tangent  à  un  cylindre  ayant  pour 
axe  de  révolution  la  ligne  de  terre. 

«le.  On  donne  deux  horizontales  et  on  considère  une  droite  qui  glisse  sur 
ces  deux  horizontales  et  reste  parallèle  au  plan  vertical  :  mener  le  plan  tangent 
à  la  surface  ainsi  engendrée,  par  un  point  pris  sur  la  surface. 

««*.  On  donne  un  cercle  situé  dans  un  plan  horizontal,  et  on  le  considère 
comme  la  base  d'un  cône  ayant  pour  sommet  un  point  de  la  ligne  de  terre.  On 
demande  de  lui  mener  un  plan  tangent  par  un  autre  point  de  la  ligne  de  terre. 

««s.  On  donne  une  sphère  dont  le  centre  est  sur  la  ligne  de  terre,  et  une 
droite  située  dans  un  plan  de  profil  :  mener  les  plans  tangents  à  la  sphère,  pas- 
sant par  la  droite  donnée. 

««».  Deux  cônes  ont  même  sommet;  les  bases  sont  circulaires  et  placées 
sur  le  plan  horizontal  :  mener  un  plan  tangent  à  ces  deux  cônes  ;  combien  peut-on 
en  mener  ? 

««o.  Etant  donnés  un  cône  et  un  cylindre,  mener  un  plan  tangent  commun 
aux  deux  surfaces.  —  Même  problème  pour  un  cylindre  et  une  sphère. 

«  »« .  Un  cercle  et  une  ellipse  sont  situés  dans  le  plan  de  comparaison  ;  le 
cercle  est  intérieur  à  l'ellipse  et  sert  de  base  à  un  cône  droit  dont  le  sommet  est 
côte  20.  L'ellipse  est  la  base  d'un  cylindre  oblique  dont  on  donne  une  généra- 
trice cotée.  On  demande  l'intersection  des  deux  surfaces  et  la  tangente  en  un 
point. 

«s».  Trouver  l'intersection  d'une  droite  et  d'un  hyperboloïde :  la  droite 
rencontre  l'axe  de  la  surface. 

««3.  Inscrire  une  sphère  dans  un  tétraèdre  en  supposant  une  face  située 
dans  le  plan  vertical  et  une  autre  face  dans  le  plan  horizontal. 

«»4.  Par  deux  points  donnés,  faire  passer  un  cylindre  de  révolution  tan- 
gent à  un  plan  donné. 
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«»*.  0n  donne  les  projections  d'une  sphère  et  celle  d'un  point  :  trouver  sur 
la  sphère  le  point  le  plus  rapproché  et  le  point  le  plus  éloigné  du  point  donné. 

««o.  On  donne  une  sphère  dont  les  projections  sont  deux  cercles  tangents 
à  la  ligne  de  terre  ;  on  donne,  en  outre,  un  point  sur  la  ligne  de  terre  ;  ce  point 
est  le  sommet  dun  cône  circonscrit  à  la  sphère  :  trouver  la  courbe  de  contact. 

«»*.  On  donne  une  sphère  qui  coupe  le  plan  horizontal  suivant  un  cercle 
donné  ;  on  connaît  le  rayon  de  cette  sphère  :  on  demande  son  intersection  avec 
un  cône  qui  aurait  pour  base  le  cercle  donné  et  pour  sommet  un  point  donné 
quelconque. 

*«».  Un  cylindre  a  pour  axe  la  ligne  de  terre;  un  autre  cylindre  parallèle 
au  plan  vertical,  et  dont  les  génératrices  sont  inclinées  de  45°  sur  le  plan  hori- 
zontal, a  pour  base  un  cercle  tangent  à  la  ligne  de  terre.  Trouver  l'intersection 
de  ces  deux  surfaces. 

*«».  Un  cercle  situé  sur  le  plan  horizontal  sert  de  base  à  deux  cylindres 
parallèles  au  plan  vertical,  et  dont  les  génératrices  sont  également  inclinées 
sur  le  plan  horizontal ,  mais  de  sens  contraire  :  trouver  l'intersection  des  deux 
surfaces. 

!»•.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  oblique  à  base  elliptique  par  un  plan 
dont  la  trace  horizontale  coupe  la  base  du  cône. 

tai.  Trouver  l'intersection  d'un  tore  par  un  plan  parallèle  à  la  ligne  de 
terre. 

is«.  On  donne  une  sphère  et  un  point  situé  dans  le  plan  mené  par  le  cen- 
tre de  la  sphère  parallèlement  au  plan  vertical  de  projection.  Trouver  la  courbe 
de  contact  du  cône  circonscrit  à  la  sphère  par  le  point  donné.  Déterminer  le 
plan  de  la  courbe  de  contact. 

«ss.  Trouver  l'intersection  d'un  cône  droit  et  vertical  avec  une  sphère  pla- 
cée d'une  manière  quelconque.  —  Tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

«S'a.  On  donne  une  courbe  située  dans  le  plan  horizontal,  elle  tourne  autour 
de  la  ligne  de  terre  :  déterminer  la  projection  verticale  d'un  point  de  la  surface 
engendrée,  connaissant  la  projection  horizontale  de  ce  point.  Mener  le  plan 
tangent  en  ce  point. 

435.  Une  sphère  est  éclairée  par  des  rayons  lumineux  dont  la  direction  est 
donnée  :  trouver  l'ombre  portée  par  cette  sphère  sur  les  plans  de  projection. 

*so.  Etant  donnés  un  cône  oblique  à  base  circulaire  et  une  droite,  mener 
par  cette  droite  un  plan  sécant  du  cône,  de  manière  que  cette  section  soit  à  une 
distance  donnée  du  sommet. 

«39.  Peut-on,  en  général,  mener  un  plan  tangent  à  deux  cônes? 

«3».  Trouver  l'intersection  de  deux  cônes  qui  ont  leurs  sommets  sur  le  plan 
vertical,  et  pour  base  commune  un  cercle  situé  sur  le  plan  horizontal  :  mener  la 
tangente  en  un  point  de  l'intersection. 

«s».  Mener  par  la  ligne  de  terré  un  plan  tangent  à  une  sphère  donnée  par 
ses  projections.  22. 
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140.  Trouver  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un  hyperboloïde  de  révolu- 
tion ;  le  centre  de  la  sphère  est  donné  sur  l'axe  de  l'hyperboloïde. 

«41^  Par  le  sommet  d'un  cône  dont  la  base  repose  sur  le  plan  horizontal, 
on  a  mené  une  parallèle  à  la  ligne  de  terre.  Mener  un  plan  tangent  au  cône  par 
cette  parallèle. 

*4».  Construire  l'intersection  de  deux  sphères  données  par  les  projections 
des  centres  et  les  longueurs  des  rayons.  Mener  la  tangente  en  un  point  de  l'in- 
tersection. 

44 s.  Une  sphère  a  son  centre  sur  la  ligne  de  terre;  on  lui  circonscrit  un 
cylindre  horizontal  et  un  cylindre  vertical  :  construire  l'intersection  de  ces  deux 
cylindres  et  la  tangente  en  un  point. 

144.  On  donne  une  surface  de  révolution  dont  l'axe  est  perpendiculaire  au 
plan  vertical.  Quels  sont  les  points  de  la  surface  qui  ont  une  projection  verticale 
donnée  ?  et  trouver  les  traces  des  plans  qui  touchent  la  surface  en  ces  points. 

44S.  On  donne  un  cône  ayant  son  sommet  sur  le  plan  vertical  et  sa  base 
circulaire  sur  le  plan  horizontal  ;  le  centre  de  cette  base  est  sur  la  ligne  de  terre  : 
on  demande  de  placer  sur  ce  cône  une  circonférence  de  rayon  donné,  dont  le 
plan  ne  soit  pas  parallèle  à  la  base  du  cône. 

V.  Concours  d'admission  à  l'Ecole  Polytechnique. 

t4e.  Sphère  et  prisme. —  Ligne  de  terre  parallèle  aux  petits  côtés  de  la 
feuille  de  papier  et  à  18  centimètres  au-dessus  du  bord  inférieur  de  la  feuille. 

Sphère.  —  Le  centre  de  la  sphère  est  au  milieu  de  la  largeur  de  la  feuille 
en  0,0'. 

O'ti)  =  Oti)  =  85mm  (Distances  de  o  eiof  à.  la  ligne  de  terre). 

Rayon  de  la  sphère  =  80™™. 

Prisme.  —  On  mène  par  0  une  droite  Oa  faisant  un  angle  de  45o  avec  la 
ligne  de  terre.  On  prend  Oa  =  45™™. 

Le  point  a  étant  la  projection  horizontale  d'un  point  de  la  sphère,  on  cher- 
chera sa  projection  verticale  a'.  On  mènera  en  ce  point  une  tangente  à  la  sphère, 
tangente  dont  Oa  sera  la  projection  horizontale.  Cette  tangente  sera  une  arête 
d'un  prisme  à  section  carrée,  dont  un  des  plans  diagonaux  sera  vertical  et  anra 
sa  trace  confondue  avec  oa.  Le  côté  du  carré  est  égal  à  105  millimètres. 

On  demande  : 

De  représenter  par  ses  projections  la  portion  de  la  sphère  supposée  solide 
contenue  dans  le  prisme,  c'est-à-dire  le  solide  commun  aux  deux  corps. 

(Admission.  —  1875). 

14».  Hyperboloïde  traversé  par  un  cylindre.  (Question  retirée,  sauf  pour 
l'Algérie). 
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Eyperboloïde  de  révolution.  —  Axe  vertical  au  milieu  de  la  largeur  de 
la  feuille. 

tùtitf  =  120"»™,  u>f=  64™m,  rayon  de  la  base  =  ôSmm. 

Centre  00',  Oa  =  100™™  ,  O'a  =  80°»™.  Génératrice  bc,  6'c';  06  =  35™™, 
bc  =  93™™. 

Cylindre  oblique.  —  Cylindre  à  base  circulaire  ;  centre  de  la  base  w, 

La  direction  des  génératrices  est  donnée  par  la  droite  tob,  id'K';  le  point  b 
est  déterminé  par  06  =  35™™.  Le  point  K'  est  déterminé  par  aK'  =  175™™. 

L'hyperboloïde  est  un  corps  solide  limité  à  un  plan  horizontal  mn,  tel  que 
O'w  =  O'a. 

On  représentera  par  des  projections  le  solide  qui  reste,  après  que  l'on  a 
enlevé  de  l'hyperboloïde  la  partie  qui  se  trouvait  à  l'intérieur  du  cylindre. 

Nota.  —  La  projection  verticale  de  la  courbe  passe  au-dessous  de  la  ligne 
de  terre.  On  pourra  arrêter  la  ligne  de  terre  qu'on  prolongera  en  ligne  de  con- 
struction. On  supposera  alors  que  le  plan  horizontal  est  transparent,  et  la  par- 
tie de  la  courbe  située  en-dessous  de  ce  plan  pourra  être  tracée  en  lignes  pleines. 

On  peut  construire  les  lignes  des  points  multiples  en  projection  et  les  points 
sur  les  contours  apparents  du  cylindre.  (Admission.  —  1875). 

148.  Tore  traversé  par  un  trou  conique. 

Données.  La  ligne  de  terre  à  13  centimètres  au-dessous  de  la  tête  imprimée. 
Tore  :  axe  dans  le  milieu  de  la  feuille  O'w  =  55™™,  Ow  =  125™™,  O'C  =  70™™  ; 
rayon  du  cercle  méridien  =  50™™.  Cône  :  cône  de  révolution  dont  l'axe  est  paral- 
lèle au  plan  vertical  et  rencontre  l'axe  du  tore;  le  sommet  est  en  (S, S'), 
OS  =  27™™  :  le  point  S'  est  sur  le  cercle,  la  génératrice  S'a'  qui  forme  le  contour 
apparent  du  cône  est  tangente  au  cercle  méridien  en  S,  la  seconde  génératrice 
de  contour  apparent  S'6'  est  tangente  à  l'autre  méridien  en  d'  ;  l'axe  est  la  bis- 
sectrice :  c'est  ST  qui  rencontre  l'axe  du  tore  en  k\ 

On  a  figuré  une  sphère  ayant  son  centre  en  f  et  inscrite  dans  le  cône  ;  elle 
touche  le  contour  apparent  S'a'  en  h'.  La  projection  horizontale  est  un  cercle  de 
rayon  égal  ayant  son  centre  en  f;  les  deux  tangentes  menées  à  ce  cercle  par  le 
point  S  forment  le  contour  apparent  horizontal  du  cône. 

Construction.  —  Sphères  auxiliaires  ayant  leurs  centres  au  point  h\  L'une 
est  b'fa'ff'n'nip  ;  elle  coupe  le  tore  suivant  le  parallèle  ff'i'  projeté  horizontale- 
ment suivant  le  cercle  gf  et  suivant  le  parallèle  m'r'  projeté  horizontalement 
suivant  mr  ;  elle  coupe  le  cône  suivant  les  parallèles  a'6'  et  np',  ce  qui  déter- 
mine les  points  d'intersection  t\  tt,,  u\  uu„  v\  vv,.  On  a  tracé  la  sphère  qui 
donne  les  points  sur  le  cercle  de  gorge  x\xXi  et  la  sphère  limite  inscrite  dans  le 
tore,  qui  donne  le  point  a'  pour  lequel  la  tangente  est  le  parallèle  du  cône  e 
dont  on  n'a  pas  construit  la  projection  horizontale.  Les  points  {d'd),  (S',S)  sont 
des  points  doubles  réels  ;  le  point  de  rencontre  y'  des  contours  apparents  se  pro- 
jette en  y. 
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On  a  représenté  le  tore  après  qu'on  en  a  enlevé  la  portion  contenu  dans 
le  cône. 

Les  constructions  faites  sur  le  modèle  en  pointillé  doivent  être  faites  en 
encre  de  couleur.  {Admissibilité  —  1876). 

•  4».  Représenter  par  ses  projections  le  solide  commun  à  un  cône  et  à  un 
hyperboloïde  qui  ont  une  génératrice  commune.  Les  deux  surfaces  recouvrent 
des  corps  solides. 

Ligne  de  terre  à  25  centimètres  au-dessus  du  bord  inférieur  de  la  feuille 
de  papier. 

Hyperboloïde  de  révolution  :  axe  vertical  au  milieu  de  la  feuille  ;  centre  en 
(0,0),  Oa  =  120'n«',  O'a  =  70«"n;  rayon  OD  du  cercle,  trace  horizontale  de  la 
surface  =  110"»"i  ;  rayon  OB  du  cercle  de  gorge  =  45'»m. 

La  génératrice  ABS,  A'B'S'  parallèle  au  plan  vertical  sera  la  génératrice 
commune. 

Cône  :  cône  oblique  à  base  circulaire,  sa  base  est  dans  le  plan  horizontal  ; 
le  sommet  est  en  (S, S')  sur  la  géuératrice  commune,  aS  =  180'"™;  le  centre  de 
la  base  est  en  C,  CA  =  100™™ ,  CS  =  120n»ra  ;  le  cercle  de  la  base  doit  passer  par 
le  point  A,  son  rayon  est  donc  égal  à  100  millimètres. 

Nota.  —  On  ne  considérera  pour  la  représentation  du  solide  commun  que 
la  nappe  du  cône  située  entre  le  sommet  et  le  plan  horizontal,  mais  on  prolon- 
gera un  peu  la  courbe  d'intersection  des  deux  côtés  pour  bien  montrer  sa  forme  ; 
ses  prolongements  seront  faits  en  pointillé.  (Admission.  —  1876). 

N.B.  —  Cette  composition  est  celle  qui  a  été  annulée  par  les  candidats  de 
Paris,  et  remplacée  par  la  suivante  : 

ISO.  On  donne  dans  le  plan  horizontal  de  projection  un  triangle  rectangle 
ABC  :  A  =  90°  ;  AB  =  On»  ,08,  AC  ==  Om  ,06. 

Le  cercle  horizontal  ayant  A  pour  centre  et  AC  pour  rayon  engendre  un 
tore  en  tournant  autour  de  la  parallèle  menée  par  le  point  B  à  la  droite  AC. 

On  demande  de  construire  l'intersection  de  ce  tore  et  de  la  sphère  qui,  ayant 
un  rayon  égal  à  O'n,09,  touche  le  plan  horizontal  de  projection  au  point  I, 
milieu  de  BC. 

On  placera  la  ligne  de  terre  LT  à  égale  distance  du  petit  côté  de  la  feuille 
de  dessin,  et  l'on  disposera  le  triangle  ABC  de  manière  que  AB  et  LT  soient 
parallèles  à  la  même  distance  du  point  C. 

Dans  la  mise  à  l'encre,  on  représentera  la  sphère  supposée  pleine  et  exis- 
tant seule,  en  supprimant  la  portion  de  ce  corps  comprise  dans  le  tore, 

(Admission.  —  1876). 

t. Si,  Sphère  et  trace  cylindrique . 

Données.  —  La  sphère  (o,  o')  est  tangente  aux  deux  plans  de  projection  ; 
son  rayon  est  de  50  millimètres.  Le  cylindre  est  de  révolution  autour  d'un  axe 
(toM,  oj'm')  parallèle  à  la  ligne  de  terre  LT  ;  son  rayon  est  de  42"""  ;  enfin  il  touche 
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la  sphère  au  point  de  cette  surface  qui  est  le  plus  éloigné  du  plan  vertical  de 
projection. 

1°  Recherche  de  l'intersection  de  la  sphère  et  du  cylindre  :  qspr,  sphère 
auxiliaire  inscrite  au  cylindre  ;  pq,  rs,  projections  horizontales  des  cercles  com- 
muns à  la  sphère  auxiliaire  et  aux  surfaces  données  ;  m,  projection  horizontale 
d'un  point  de  l'intersection  ;  w',  projection  verticale  obtenue  au  moyen  du  cercle 
de  front  {nm,  n'm').  Points  sur  le  contour  apparent  vertical  de  la  sphère  {a,  a') 
(a,  a"),  (g,  g'),  (g,  g").  Points  où  la  tangente  est  horizontale  (&,  &')•  (^»  *")f 
{d,  d\  {d,  d"). 

2°  Projection  auxiliaire  sur  un  plan  vertical  LiT,,  tel  que  le  nouveau 
contour  apparent  vertical  de  la  sphère  touche  les  cercles  o  et  o'.  Points  sur  le 
contour  apparent  de  la  sphère  (c,  c,),  (c,  Cj).  Points  où  la  tangente  est  horizontale 
{b,  b^),  {h,  bt),  (d,  dt),  {d,  d^).  {Admissibilité.  —  1877.) 

i5«.  On  donne  deux  points  A  et  B  situés  sur  une  droite  verticale;  le  point 
A  est  à  6  centimètres  au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection,  et  le  point  B 
à  2  centimètres  au-dessus  du  point  A. 

La  verticale  AB  est  l'axe  d'un  hyperboloïde  de  révolution  ;  le  cercle  de  gorge 
a  pour  centre  le  point  A  et  pour  rayon  4  centimètres  ;  le  parallèle  P,  qui  a  pour 
centre  le  point  B,  a  son  rayon  égal  à  5  centimètres. 

On  prend  sur  le  cercle  P  un  point  C  tel  que  le  rayon  BC  soit  incliné  à  45° 
sur  le  plan  vertical  de  projection  ;  puis  on  décrit  une  sphère  ayant  pour  centre 
le  point  C  et  pour  rayon  8  centimètres. 

On  demande  de  représenter  le  solide  compris  entre  la  surface  de  l'hyper- 
boloïde,  le  plan  du  parallèle  P  et  le  plan  horizontal  de  projection,  en  supposant 
enlevée  la  partie  de  ce  corps  qui  est  comprise  dans  la  sphère.  {Admission.  — 1877). 

153.  On  donne  un  losange  ABCD  dont  la  diagonale  AOC  est  égale  à  SGOmm^ 
et  la  diagonale  BOD  à  120™"».  Le  plan  du  losange  est  horizontal  et  situé  â  SO™"» 
au-dessus  du  plan  horizontal  de  projection.  Le  losange,  en  tournant  autour  de 
la  diagonale  AC,  engendre  un  double  cône.  Le  cercle  circonscrit  au  triangle  COD, 
en  tournant  autour  de  AB,  engendre  un  tore. 

On  demande  de  représenter  le  double  cône,  supposé  plein  et  existant  seul, 
en  supprimant  la  partie  de  ce  corps  située  au-dessous  du  plan  horizontal  de 
projection,  ainsi  que  la  partie  comprise  dans  le  tore. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  relatives  à  la  recherche  d'un 
point  quelconque  de  la  ligne  commune  au  tore  et  à  l'un  des  cônes  et  de  la  tangente 
à  cette  ligne.  {Admission.  —  1878.) 

«■54.  Un  cône  et  un  cylindre  pleins  étant  donnés,  on  enlève  leurs  parties 
non  communes,  ainsi  que  la  portion  de  chacun  des  deux  corps  qui  se  trouve 
au-dessus  du  plan  horizontal  :  représenter  par  ses  projections  le  solide  restant. 

Le  cône  est  de  révolution  et  a  son  axe  vertical.  La  trace  verticale  du  cylindre 
est  un  cercle  de  0^  ,04  de  rayon. 
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•Ayant  tracé  la  ligne  de  terre  BAC  parallèlement  aux  petits  côtés  de  la  feuille 
et  la  ligne  HAV  parallèlement  aux  grands,  la  première  à  0m,02  au-dessus  et  la 
seconde  à  O'^  ,03  à  gauche  du  centre  du  rectangle  formé  par  les  côtés  du  cadre, 
portez  sur  ces  deux  lignes  les  quatre  premières  longueurs  (AC  =  100"»™, 
AB  =  160n«ii,  AH  =  200mm,  aV  =  160n>m  et  VD  =  30mm)  indiquées  par  la 
légende,  et  la  cinquième  sur  CV  ;  tirez  aussi  HB.  La  droite  qui  a  sa  trace  hori- 
zontale en  H  et  sa  trace  verticale  en  V  est  parallèle  aux  génératrices  du  cylindre 
et  contient  le  sommet  du  cône.  La  trace  horizontale  de  celui-ci  est  tangente  à 
HB  et  à  la  ligne  de  terre.  La  trace  verticale  du  cylindre  est  située  à  droite  de  VC 
et  touche  cette  ligne  en  D.  (Admission.  —  1880.) 

15&.  On  donne  un  tétraèdre  régulier  ABCD  dont  le  côté  est  égal  à  Om.lQ  et 
dont  la  face  ABC  est  située  dans  le  plan  horizontal  de  projection. 

Le  point  A  est  le  sommet  d'un  cône  qui  a  pour  base  le  cercle  inscrit  dans  le 
triangle  BCD. 

L'arête  BD  est  parallèle  aux  génératrices  d'un  cylindre  dont  la  trace  hori- 
zontale est  le  cercle  décrit  du  point  B  comme  centre  avec  un  rayon  égal  à  0™  ,06. 

On  demande  de  représenter  en  projection  horizontale  le  corps  qui  reste 
lorsqu'on  supprime,  dans  le  tétraèdre,  la  partie  comprise  dans  le  cône  et  la  partie 
comprise  dans  le  cylindre. 

On  indiquera,  à  l'encre  rouge,  les  constructions  faites  pour  trouver  un  point  de 
l'intersection  du  cône  et  du  cylindre  et  la  tangente  en  ce  point.  (Admiss.  — 1881.) 

tse.  (Question  donnée  à  quelques  élèves  qui  n'ont  pu  concourir  que  plus 
tard.) 

Un  tétraèdre  régulier  SABC  a  trois  sommets  A,  B,  C  situés  à  0'n,08  au-dessus 
du  plan  horizontal  de  projection  ;  le  premier  A  se  trouve  d'ailleurs  à  0™  ,03  et 
les  deux  autres  B,  C  à  0™  ,15  en  avant  du  plan  vertical. 

On  considère  l'hyperboloïde  H  qu'engendrerait  en  tournant  autour  de  AB  la 
droite  qui  passe  par  les  milieux  des  côtés  SA,  BC  et  celui  qui  résulterait  de  la 
révolution  de  la  même  droite  autour  de  AC  :  déterminer  les  contours  apparents 
de  H  par  rapport  aux  plans  de  projection,  ainsi  que  l'intersection  des  deux  sur- 
faces. On  supposera  que  H  est  opaque  et  que  l'autre  hyperboloïde  a  été  enlevé, 
après  avoir  marqué  sa  trace  sur  H. 

La  ligne  de  terre  joindra  les  milieux  des  grands  côtés  du  cadre  de  l'épure  : 
on  placera  les  projections  de  A  en  ligne  droite  avec  les  milieux  des  deux  autres 
côtés.  (Admission.  — 1881.) 

«saf.  Intersection  d'un  cylindre  de  révolution  dont  taxe  est  vertical,  et 
d'un  tore  dont  l'axe  est  horizontal. 

L'axe  du  cylindre  se  projette  horizontalement  en  un  point  c,  situé  à  65™"  en 
avant  de  la  ligne  de  terre  xy;  le  rayon  du  cercle  de  la  base  est  38""™. 

Le  centre  du  tore  se  projette  horizontalement  en  un  point  0,  situé  à  SS"»™ 
de  la  ligne  de  terre  et  verticalement  en  un  point  0',  situé  à  îS^m  de  la  ligne  de 
terre.  La  ligne  de  rappel  00'  est  à  droite  du  point  c,  à  une  distance  de  54""". 
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La  projection  horizontale  de  l'axe  du  tore  rencontre  la  ligne  de  terre  scy  en 
un  point  situé  à  54  millimétrés  à  droite  du  point  de  rencontre  de  xy  avec  oo\ 

Le  rayon  du  cercle  générateur  du  tore  est  de  22  millimètres,  et  la  distance 
de  son  centre  à  l'axe  de  51  millimètres. 

On  demande  : 

De  représenter  ce  qui  reste  du  tore  entaillé  par  le  cylindre  ;  de  tracer  les 
parties  vues  et  les  parties  cachées  des  contours  apparents. 

De  développer  sur  la  droite  de  l'épure  la  portion  de  surface  cylindrique  qui 
limite  le  corps. 

D'indiquer,  à  l'encre  rouge  ou  bleue,  les  constructions  nécessaires  pour  dé- 
terminer un  point  de  l'intersection,  et  la  tangente  en  ce  point;  un  point  du 
développement  de  la  courbe  d'intersection  tracée  sur  la  surface  d'un  cylindre  et 
la  tangente  en  ce  point  ;  un  point  du  contour  apparent  vertical  du  tore,  et  la 
tangente  en  ce  point. 

Les  tangentes  seront  tracées  à  l'encre  rouge  ou  bleue. 

On  prendra  la  ligne  de  terre  xy  parallèle  aux  grands  côtes  de  la  feuille,  à 
130  millimètres  du  bord  inférieur. 

«ss.  Questions  posées.  1.  On  donne  un  plan  par  ses  traces,  rendre  ce  plan 
de  front  par  une  seule  rotation. 

Nouvelle  projection  verticale  d'un  point  dû  plan. 

2.  Trouver  l'angle  de  deux  plans  qui  passent  par  un  point  m,m\  et  par  deux 
droites  D,D'  situées  dans  le  même  plan  horizontal.  Résoudre  la  question  en  ima- 
ginant la  construction  qui  exige  aussi  peu  de  lignes  qu'il  est  possible. 

{Examen  oral.  — 1882). 
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